¢ Corrigés des exercices du chapitre 9

1 Exercices

Exercice 1. Dans chacun des cas suivants, déterminer a partir de quel rang la suite (u,) est
définie et calculer les 3 premiers termes de la suite.
1

2
n=-n"+n+1 b) u, = n=vn?—4
a) u n°+n ) w — c) u n

Solution.

a) (uy) est définie & partir du rang 0. Les trois premiers termes sont ug = —0% + 0+ 1 =1,
u=—1"+1+1=1letuy=—-24+2+1=—1.

b) (u,) est définie pour tout entier n tel que n — 3 # 0 c’est-a-dire n # 3. Puisque "énoncé
demande un rang a partir duquel (u,) est définie, on peut dire que (u,) est définie a partir du

rang 4. Dans ce cas, les trois premiers termes sont uy = = = 1, us = —= % et ug = = =1

-3 53 6-3 — 3"
c) (uy) est définie pour tout entier n tel que n® —4 > 0 c’est-a-dire n > 2. Les trois premiers

termes sont us = V22 —4 =0, u3 = V32 —4 =5 et uy = V42 — 4 = /12 = 2V/3.

Exercice 2. On considere la suite (u,) définie, pour tout n € N, par u, = 5.
1. Calculer les 3 premiers termes de cette suite.

2. Soit n € N*. Exprimer u,, + 1, ¢, 11, u, — 1 et u,_1 en fonction de n.

Solution.
1. Les trois premiers termes de (u,) sont uo:%:O, ulzl—il:%et “2:2%125'
2. On a:
n n+1l n4+n+1 n+2
n+1 n+1l n+1 n+1 n+1
n—+1 n+1
un = =
T )+l nt2
n n n+l n—(m+1) n—-n-1 1
un— = — = — = = = —
n+1 n+1 n+1 n+1 n+1 n+1
n—1 n—1 n—1
Up—1 = = =
m—1)+1 n—-1+1 n
Exercice 3. Dans chaque cas, calculer les 3 premiers termes de la suite (u,,)
U():l 'LL521
a
pour tout n = 0, un+1:ui+un pour tout n = 5, Upi1 = Uy — N
c ul:%
pour tout n > 1, unﬂzﬁ
Solution. a) ug =1, uy = w2 +ug=1+1=2, ug = u? +u; =2+ 2 =6.
b)U5:1,U6:U5+1:U5—5:1—5:—4,U7:U6+1:U6—6:—10.
_ 1 w3 5 1.2 _ 1 w3 Y 103 _ 1
Ju=g ==y ==yt =g =y =1=5x1=



Exercice 4. On considere la suite (u,,) définie par uyg = 1 et, pour tout n € N, u, 11 = u? — 5n.
1. Calculer les 3 premiers termes de (u,,).

2. Soit n € N. Exprimer w, 2 en fonction de u, et de n.

Solution.
1. Les trois premiers termes de (u,) sont up =1, u1 = ugy; =u —5x0=1>—-0=1 et
Ug = Ui =us —Hx1=1> -5 = —4.

2. Par définition, w12 = Ugpi1)s1 = Uiy — 5(n+1). Or, upy1 = u — 5n done u,4o =
(u, —5n)2 —5(n+1) = u? — 2 X u, x 5n+ (5n)? — 5n — 5 = u2 — 10nu,, + 25n? — 5n — 5.

Exercice 5. Dans chacun des cas suivants, représenter les 5 premiers points du nuage de points
associé a la suite (uy,).

1. Pour tout n € N, u,, = 3n + 2.

2. Pour tout n € N, u,, = 5.

3. up =0 et, pour tout n € N, u, 1 =2 — u2.

Un

4. uy = 1 et, pour tout entier n > 2, u,41 = ;74.

Solution.
1. UOZQ,U1:5,U2:8,U3:116tU4:14.

15 |
+
+
10 |
.'-
5 +
+
0 1 9 3 4

3. u():O,u1:u0+1:2—u(2):2,u2:u1+1:2—u%:—2,u3:u2+1:2—u§:—26t

u4:u;;+1:2—u§:—2.



2 +
1
0 ¢
1 2 3 4
-1
—2 + + +
1
4. u2:1,u3:u2+1:%:1,u4:u3+1:%:%,u5:u4+1:ﬁ:§:%><%:%et
1
= s = by = b k=
1 +
0.8
0.6
.'.
0.4
0.2 +
| +
0 1 2 3 4
Exercice 6. On considere deux suites (a,) et (b,) définies par
ag = 1 b() =2
3ay, + 2b, et 2a, + 3b,
pour tout n € N, a, 1 = GT pour tout n € N, b, = GT

1. Calculer aq, by, as et bs.

2. On pose, pour tout n € N, s,, = a,, + b,. Démontrer que la suite (s,) est constante.

3. En déduire que, pour tout n € N, b, = 3 — a,.

Solution.

3ap0+2by _ 3x142x2 _ 7 b _ 2xap+3xby __ 2x143x2 __ 8
5 5 — et = = =

1. Par définition, a; =

. 3xI4ox8 . : 2x T43x 8
De méme, ay = 3a1—5&-2bl _ 55 5 — % et by = 2><a1—5s-5><b1 — 55 5 %

2. Soit n € N. Alors,

5 5 5°

3a, +2b,  2a, + 3b,
_l’_

Sn+1 = Ap+1 + bn+1 - 5 5
3a,, + 2b,, + 2a,, + 3b,,  ba, + 5b,

Ainsi, pour tout n € N, 5,11 = s,, donc (s,) est constante.

3. Par définition, sg = ag + by = 1 + 2 = 3. Comme (s,,) est constante, on en déduit que,
pour tout n € N, s,, = 3. Ainsi, pour tout n € N, a,, + b, = 3 i.e. b, =3 — a,.

Exercice 7. Etudier les variations des suites suivantes.



1. Pour tout n € N, u,, = n? + 3.

2. Pour tout n € N, v,, = #2

3. Pour tout n € N, w, = 5.

4. Pour tout n € N, t,, = 1 — —=.

5. Pour tout n € N, s, = g—:

6. Pour tout n € N, z, = =25.

Solution.

1. Soit n € N. Alors, u, 1 = (n+1)2+3 =n?+2n+14+3 = n?+ 2n+ 4 donc
Upp1 —Up =N +2n+4—n*+3)=n’+2n+4—-n> -3 =2n+1> 0 car n > 0. Ainsi,
(uy) est croissante.

2. Soit n € N. Alors, 0 <n+1 < n+ 2 donc %H > n#% ie. u, = u,y1. Ainsi, (u,) est
décroissante.

3. Soit n € N. Alors,

n+1 n (n+1)? n(n +2)
Wp4+1 — Wy = - - -
n+2 n+l m+Dn+2) n+1)(n+2)
_nP+2n+1—-(n*+2n) 1 -0
B (n+1)(n+2) i+ D(n+2) 7
car n > 0. Ainsi, (w,,) est croissante.
4. Soit n € N. Alors,
1 1 1 1
tnt = n+1+2 n+2 nt3  nto
 —(n+2) n+3  n—=2+4+n+3 1 -
n+3)(n+2) (n+2)(n+3) (n+2)(n+3) (n+2)(n+3)~
car n > 0.
On conclut donc que (t,,) est croissante.
5. Comme 2 > 0 et 5 > 0, pour tout n € N, s,, > 0. Soit n € N. Alors, s,,.1 = ?)Z—ii = g:ﬁig
donc s
Smi1  mier 2" x2 5" 2
— o — X — = — NS 1
sm I x5 2" 5
donc (s,) est décroissante.

6. Comme 2 > 0et 7 > 0, pour tout n € N, 2z, > 0. Soit n € N. Alors, 2,.1 = 731?; = 721?37

donc s
Zn+1_7n+7;<><7_ 2" X 2 X7n+1—2<1
Zn ey TP T o2m 7T
donc (z,) est décroissante.
Exercice 8. Etudier les variations des suites suivantes.

1. (u,) est définie par uy = —1 et, pour tout n € N, w11 = u, (1 — 2u,).

2. (vy,) est définie par vg = 3 et, pour tout n € N, v,,1 = v, — 2n.

3. (w,) est définie par wy = 1 et, pour tout n € N, w, 11 = w, + n — 5.

4. (t,) est définie par ty = 4 et, pour tout n € N, t,,,1 =t, + (—1)™.



Solution.

1. Soit n € N. Alors, Uy 1 — Uy = Up(1 — 2up,) — Uup = up, — 202 — u, = —2u? < 0 donc (u,)
est décroissante.

2. Soit n € N. Alors, v,11 — v, = v, —2n — v, = —2n < 0 car n > 0. Ainsi, (v,) est
décroissante.

3. Soit n € N. Alors, w41 —w, =w, +n—5—w, =n—>5. Or, n — 5 > 0 si et seulement
si n > 5 donc (w,) est croissante a partir du rang 5.

4. Soit n € N. Alors, t,11 —t, =t, +(—=1)" —t, = (—=1)". Or, si n est pair (—1)" > 0 et, si
n est impair, (—1)" < 0. Ainsi, le signe de t,,1 — t,, alterne avec la parité de n donc (t,)
n’est monotone a partir d’aucun rang.

Exercice 9. On considére la suite (u,) définie, pour tout n € N* par u, = 2;.

1. Calculer, a l'aide de la calculatrice, les 10 premiers termes de (u,,) et conjecturer que (u,,)
est monotone a partir d'un rang que 1’on déterminera.

2. Démontrer la conjecture de la question précédente.

Solution.
1. A l’aide de la calculatrice, on peut conjecturer que (uy,) est croissante a partir du rang 3.
2. Soit n € N*. Alors,

gl gn9nw2 9n 9mx2xn? 2M(n+1)2

Ul TR T T2 2T 12 2 m2n+ 12 n(n+ 1)

"2 —(n+1)?)  2"(2n° —n®—2n—1) 2"(n*—-2n-—1)
B n?(n+1)2 B n?(n+1)2  n2(n+1)2

Comme 2" > 0 et n?(n + 1)% > 0, le signe de u,1 — u, est le signe de n? — 2n — 1. Or,
n?*—2n—1=mn(n—2)—1donc, sin > 3, alors n — 2 > 1 donc n(n — 2) > n et ainsi
n?—2n —1>n—12> 2. Ainsi, pour tout n > 3, Upt1 — Uy = 0 done (u,) est croissante
a partir du rang 3.

3n—1
dn+5"

Exercice 10. Etudier les variations de la suite (ay) définie, pour tout n € N, par a, =

3(n+1)=1 _ 3042 q5nc

Solution. Soit n € N. Alors, a,,41 = i1 = mio

3n+2 3n—-1  (Bn+2)(4n+5) — (3n—1)(4n +9)

Apy1 — Ap

T An+9 dn+5 (4n +9)(4n + 5)
~12n* + 1504 8n+ 10 — (12n® + 27n — 4n — 9)
B (4n +9)(4n + 5)
1202 4 23n + 10 — (12n% 4 23n — 9)
B (4n+9)(4n +5)
~ 1207 +23n 410 — 12n* — 23n 49
B (4n +9)(4n + 5)
19

Wt 9dnt5) ” U

car n > 0. Ainsi, (a,) est croissante.

on

Exercice 11. On consideére, pour tout n € N, la suite (¢,) définie par ¢, = ;=5.



1. Justifier que, pour tout n € N, ¢,, > 0.

2. Démontrer que, pour tout n € N, t’;—“ —1= Z—ié

3. En déduire le sens de variation de (t,).

Solution.
1. Soit n € N. Comme 2 >0etn>0,2">0etn+ 1> 0 donct, > 0.

. n+1 n
2. Soit n € N. Alors, t,. 1 = 712+71+2 = 2n+x32 donc

tni1 l_fjﬁ L_2'x2 n+2 . 2n+2) 44— (n+3) n+l
t 25 a+3 0 2n - n+3 B n+3 n+3

3. Commen>0,n+12>0et n+3>0donct’;—:1—120et ainsi%}l. On conclut

donc que (t,) est croissante.



