¢ Chapitre 2. — Calcul littéral

I. — Transformer une expression algébrique

1) Développement

Développer une expression signifie transformer un produit en somme.

Définition 1 ]

Méthode 2

Pour développer une expression, on utilise la distributivité si ’expression contient deux
facteurs. Si elle contient plus de deux facteurs, on répete autant de fois que nécessaire la
distributivité en prenant les facteurs deux par deux.

Exemple 3.
1. Développer A(z) = 5x(3z — 2).

On a
A(x) =52 x (3z — 2) = 52 x 3z — b x 2 = 1522 — 10z

2. Développer B(z) = (2x — 3)(—z + 4).
On a

B(z) =2z —3)(—x+4) =20 x (—2) + 22 x 4 — 3 X (—x) =3 x 4 = =22 + 9z — 12

N

Dans le second exemple, on a non seulement développé mais également rassembler les
puissances identiques en une seule et ordonné de la plus grande puissance a la plus petite.
Cette forme s’appelle la forme développée, réduite et ordonnée de B(x).

Propriété 4. — Identités remarquables

Pour tous réels a et b,
1. (a+0b)?=a®+2ab+V?;
2. (a—0)*=a®—2ab+b*;
3. (a—b)(a+b) =a*— b

Démonstration. Soit a et b deux réels.
1. (a+0b)?=(a+b)(a+b) =a*+ ab+ ba+ b* = a® + 2ab + b*.
2. (a—=b)?=(a—0b)(a—0b)=a®>—ab—ba+b = a®— 2ab+ b>.
3. (a—0b)(a+b)=a*+ab—ba—b*=a*—1.
O

Légalité (a + b)* = a® + 2ab + b? peut s’interpréter graphiquement de la maniére suivante :



ab

Le grand carré a une aire égale a (a + b)? et il est composé d’un carré d’aire a?, d’'un carré
d’aire b* et de deux rectangles d’aire ab. Ainsi, (a + b)* = a® + 2ab + b?.
Exemple 5

1. Developper A(z) = 3z +2)%
Ona A(z) = (3x)2 +2 x (3z) X 2+ 22 = 922 + 122 + 4.

2. Développer B(z) = (5 — z)2.
Ona B(x) =52 —-2x5xz+2?=2?—10x + 25.

3. Développer C(x) = (z — 0,5)(x + 0,5).
On a C(z) = 2* — 0,5 = 2% — 0,25.

2) Factorisation

— Définition 6

Factoriser une expression signifie transformer une somme en produit. ]
|
—— Méthode 7 )

Pour développer une expression, on peut utiliser
e un facteur commun ;
e les identités remarquables ;

e combiner les deux méthodes précédentes.

. J

Exemple 8.
1. Factoriser A(z) = (x +1)(2z 4+ 3) + (x + 1)(—bz — 2).
On reconnait le facteur commun = + 1 :

Alx) =(x+1)2x +3) + (z + 1)(—bz — 2)
= (z+1)[(2x +3) + (=52 — 2)]
= (z+1)[2x 43— 5z — 2]
=(z+1)(-3z+1)



2. Factoriser B(z) = x? + 6x + 9.
On reconnait une identité remarquable :
B(x) =2 +2x3xx+3* = (v +3)?
3. Factoriser B(x) = 16 — 922
On reconnait une identité remarquable :
C(z) =4* — (32)* = (2 — 32)(2 + 3x2).

4. Factoriser D(z) = 2? — 1 — (z — 1)(2 — Tx).
On reconnait d’abord une identité remarquable : 22 —1 =22 — 12 = (z — 1)(z+1). On a
donc D(z) = (x — 1)(z + 1) — (z — 1)(2 — 7z). De la sorte, on fait apparaitre un facteur

Dx)=(z—-1)(z+1)—(z—1)(2—Tx)
=(x—1D[(x+1)—(2—="Tz)]
=(@-1)(z+1—-2+Tx)
=(x—1)(8x—1)

3) Réduction au méme dénominateur

Méthode 9

Pour additionner deux expressions de la forme gg% et gg)), il faut les réduire au méme

dénominateur.

Exemple 10.

1. Calculer A(z) = 3zt — 43,
z—1 z—5
Ici, on obtient un dénominateur commun en multipliant numérateur et dénominateur de

chaque fraction par le dénominateur de l'autre fraction :

_Bz+ -5 (z+3)(x-1)
A= onE- )
322 — 15z 4+ 2 —5— (2> —x + 3z — 3)
(x —1)(z —b)
_3x2—14x—5—x2—2x—|—3
x> —=5r—x+5

ie. A(z) = Z=loe—2

2 —6z+5
2. Calculer B(z) = 711;—3 + 23;1.

Ici, on obtient un dénominateur commun en multipliant numérateur et dénominateur de
la premiére fraction par z2 :

(To —3) x2? 2z -1
_|_

B(z) = T X x2 3
_ Txd —3a? 4+ (20— 1)
— p

ie. B(x) = %



II. — Puissances entieres et racines carrées

1) Puissances entiéres

— Définition 11 ~

Soit a un réel et n un entier relatif.

1. Sin>0alorsa”"=axa X - X a.

~~

n fois
2. a’=1.
3. Sin<Oeta7éOalorsa”:a%n.
Exemple 12.
1. 3 =3x3x3x3=8l.
2. 2% =5 =:=0125

Ha™xa"=a™" 2)—=a" 3)—=ad"" 4) ()" =a""

1) " x b" = (a x b)" 2)%:(%) 3) 1" = 1.

Exemple 15.
1 52 x10°  5?x(2x5)? 5 x2°x5  22x5 5 5
T T2t T B2l mx 2t mdxot 22 4

2. b=10"% x 10° x 0,0001 = 103" x 107* = 10* x 107* = 10*** = 1072 = 0,01.
N2 e 1211 1 1
3.0—(5) X 4 _2_2X4_2_ZX16_64
4. d=(0,2)2 x (0,4 x10* = (2x 10712 x (4 x 1071)3 x 10* =22 x 1072 x 43 x 1073 x 10*
donc d =4 x 64 x 107273 = 256 x 107! = 25,6.

Exercice 16. On considére deux réels a et b non nuls. Ecrire chacun des nombres suivants sous
la forme a™b™ ou m et n sont des entiers relatifs.

a=tb?
(a®b) ™3 x (ab)? (ab®)™t x (a®b)? oy
Solution. — (a?b) ™3 x (ab)? = (a®) ™3 x b3 x a® x b* = a %a?v 73 = a~ b7}

(abQ)—l % (a2b)2 — a—l b2)—1 X (a2)262 — a—lb—2a4b2 — a_1+4b_2+2 _ a3b0.
a_12b; — a2 x %2 % — D202 = 1P — il
a a



2) Racines carrées

Définition 17

Soit a un réel positif ou nul. L'unique réel positif ou nul r tel que 7? = a est appelé la racine
carrée de a et on le note \/a.

Exemple 18.
1. V9 = 3 car 3 est positif et 32 = 9.
2. /0,25 = 0,5 car 0,5 est positif et 0,5% = 0,25.
3. V0 =0 car 0 est positif ou nul et 0> = 0.

Propriété 19

Soit a et b deux réels.
1. Va2 = |al.
2. Si a et b sont positifs, vab = \/av/b.
) 5 _ &
3.8ia>0etb>0,,/t =¥

Démonstration.

1. Sia > 0 alors |a| = a et si a < 0 alors |a|® = (—a)2 = a?. Ainsi, |a| est un nombre
positif tel que |a|* = a2 donc, par définition, va2 = |al.

2. Comme /a et /b sont positifs, v/av/b est positif. De plus, (vavb)? = \/52\/1_)2 = ab
donc, par définition, vab = /aV/.

3. Comme /a et v/b sont positifs, % est positif. De plus, (%)2 = *\%j = ¢ donc, par
S 7 _ \a
définition, /¢ = NG
]
Exemple 20.

1. \/7—\/_><\/%:6><5:30.
V20 = VIX 5 =1 x V5 =2V/5.
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