Corrigés des exercices donnés pour le mardi 24 mars 2020

Exercice 3 p. 122

1. X, = Xo+ B = <§>,X2:X1+B: (;‘) etX3:X2+B:<Z>

2. Montrons par récurrence que, pour tout n € N, X,, = Xy + nB.
Comme X + 0B = X,,, I'égalité est vraie pour n = 0.
Supposons qu’elle soit vraie pour un certain entier k. Alors,

donc I’égalité est vraie au rang k + 1.

. , , . 2
Ainsi, on a montré par récurrence que, pour tout n € N, X,, = Xg+nBie. X, = (1 fn)

3. Comme la suite (2n) diverge vers +oo, (X,,) diverge.

Exercice 4 p. 122

1 _1
XO = ( 2) X2 1X1 = < 14> et X3 = %
2 4

2. Montrons par récurrence que, pour tout n € N, X, =

1. X1:

N =

1

8
)" Xo.
Supposons qu’elle smt vraie pour un certain entier k. Alors, Xj41 = 3 X0 = 2((3)"Xo) =

(3(2)F) X0 = (3)"" X, donc I'égalité est vraie au rang k + 1.

I\D\H

Comme (3)°Xy = X,,, I'égalité est vraie pour n = 0.

—_(1\n
Ainsi, on a montré par récurrence que, pour tout n € N, X,, = (%)k’XO ie. X, = < ((1%" )
2

0
: I\n __
3. Comme —1 < 3 < 1, nl_l)gloo(a) =0, (X,,) converge vers (O)

Remarque. La suite (X)) n’est pas géométrique au sens du cours. Cependant, on peut
remarquer que, pour tout n € N, X, = (%Ig)Xn donc (X,,) est géométrique de raison %IQ.

Exercice 6 p. 122

1. On raisonne par récurrence sur n.

I Ju—— 1 2—-2
26) 12 =l )= I, = A® donc I'égalité est vraie au rang n = 0.

Supposons qu’elle soit vraie pour un certain rang k.

Alors,
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donc I’égalité est vraie au rang k + 1.

1 1
, , o 2 — onc
On a donc démontré que, | pour tout n € N, A" = (20 12 1) )




2. La suite (X,,) est une suite géométrique de matrices colonnes de raison A donc, pour
tout n € N, X,, = A" X i.e.

¥ 3 2=\ (2 _ (3 X2 Q2—5=)\ _ (5= —2
" 0 1 —1 —1 —1

Comme 2 > 1, lirf 272 = +00 donc, par inverse et somme (X,,) converge vers la
n—-+0o0o

) -2
matrice (_1> .

Exercice 14 p. 122

1. La question est assez mal posée. Il faut comprendre : montrer que la matrice C' vérifie la
relation AC' + B = C.

—4\ (3 [-1). B
Or, AC+ B = (_4> + <2> = (_2> ie. AC+ B =C.

2aOa1N*1%*10+0%doce osatN*O%oaA*I—HV
ca OnagN={, 1)=1, 0 0 ne, en posant N'.= | &, on = [,+N.

b. On vérifie que N? = O,. Dés lors,

D?*=(I;+N)* = I+ N)(Is3+N) = I+ LN+ NI+ N> = [, + 2N+ N* = [, + 2N
D?=D?D = (I, +2N)(I+ N) = I3 + LN + 2N I, + 2N? = I, + 3N
D*=DD = (I +3N)(Iy+ N) = I3 + LN + 3NI, + 3N? = I, + 4N

Montrons par récurrence que, pour tout n € N, D" = I, + nN.

Comme I, + 0N = I, = D, I'égalité est vraie au rang n = 0.

Supposons que, pour un certain k € N, D¥ = I, + kN.

Alors, comme N2 = O,

DY = DD = (I, + kN)(Iy + N) = I + I,N + kNI, + kN?
=L+ N+EkEN=L+ (k+1)N

donc I’égalité est vraie au rang k + 1.

1
0
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On a donc montré par récurrence que, pour tout n € N, D" = [, +nN = <

De plus, pour tout n € N, A" = (2D)" =2"(I; + nN) i.e. A" = (0 on
3. Posons, pour tout n € N, Y, = X,, — C. Alors, pour tout n € N,
Y1 = X,11—C = AX,+B—(AC+B) = AX,,+B—AC—-B = AX,,—AC = A(X,,—C) = AY,

donc la suite (Y;,) est une suite géométrique de matrices colonnes de raison A. Ainsi, pour
tout n € N, Y, = A"Yy = A"(X, — C). Ainsi, pour tout n € N, X,, — C = A"(X, — C)
donc X,, = A"(X, — C)+ C ie.

o5 %) 0-) ()
(0 "))+ ()

B <2n+2 +3n x 2" — 1)

3 x 2" =2

Comme 2 > 1, 1_131 2" = 400 donc 1_131 3 X 2" —2 = +o00. Ainsi, la suite (X,,) diverge.



Probléme 2 p. 112

1. a. Onauy = (1—2%) — o+ 30000 + 20 = 0,5 x 400 — 0,25 x 400 + 2 x 100 + 20 donc

100
u; =320 et v = (1 — %)vo + %uo = 0,25 x 100 4+ 0,5 x 400 donc v; = 225.

b. De maniere générale, pour tout n € N,

~ 100 U, + —v, + 20 = 0,5u,, — 0,25u,, + 2v,, + 20

50 > 25 200
T 100

Unp+1 = <1

donc ‘unﬂ = 0,25u,, + 2v, + 20‘ et

5 20

n =1-— n TAAUn
Ung1 = (1= gg5)vm + 1554

donc "Un+1 = 0,5u, + 0,250, ‘
2. Soit n € N. Alors,

O () _ (02500 + 20, +20) _ (0,25u, + 20, ) (20
T v )\ 05u, + 0,250, ) \0,5u, + 0,250, 0
_ (025 2 fun) (20
—\05 025/ \v, 0

0,25 2
0,5 0,25

Ainsi, en posant A = ( > et B= (200>, on a, pour tout n € N, U, = AU, + B.

3. a OnaB—l, A (80755 0_725> donc det(E) = 0,752 — (—0,5) x (=2) = —0,4375 % 0
. . . . N 5 . . _1 1 12 _32
ainsi £ est inversible et, a I'aide de la calculatrice, on trouve £~ = —2 | 3 _19)

b. Pour tout matrice X de taille 2 x 1,

X=AX+B&X-AX=B& (L-AX=B&EX=B&X=FE'B

_240 _ 240
Or, E7'B = (_1(750> donc 'unique matrice C telle que C' = AC + B est C = (_1%0)
7 7
4. Soit n € N. Alors,

Vo1 =Up1—C = AU, +B—(AC+B) = AU,+B—AC—-B = AU, — AC = A(U,,—C)

N 1(1 2 1(5 0
5 s . -1 _ = _ =
5. A Taide de la calculatrice, P~ = 1 (1 _2> et D 1 (O _3>.

6. Montrons par récurrence que, pour tout n € N, A = PD"PL,
Comme PD°P~! = PI,P~' = PP~ = [, = A°, I'égalité est vraie au rang n = 0.
Supposons que, pour un certain k € N, A¥ = PDFp~1,
Comme D = P~'AP ona PDP~! = PP 'APP~! = I,Al, = A donc

ARt = AR A = (PD*PY(PDP™) = PD*(P'P)DP!
— PD*L,P~' = PD¥Dp~! = ppktip-1

donc I’égalité est vraie au rang k + 1.



Ainsi, on a montré par récurrence que, pour tout n € N, A" = PD"P~1,

5\n
Soit n € N. Comme D est diagonale, D™ = <(40) (_%)n> Ainsi,
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tout n e NV, = A"V,. Or, Vo =Uy — C = % (304()) donc, pour tout n € N,
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b. Pourtoutn e N.V, = U,—C donc U,, = V,,+C'i.e. U, —<340(§)n+30( §)n 1%())
170(3)" — =2 (=3)" — =
60 40

c. On conclut donc que, pour tout n € N, |u, =340(2)" + %2(=3)" — 20 et que

Uy, = 17()(%)71 _ @(_&)n _ 160 |

7 \" 4 7
. a. Comme —1 < =3 <1, lim (—=32)" =0 et, comme 2 > 1, lim (2)" = +o0. Ainsi,
n—+o0o n—+o0o
par somme, | lim u, = lim v, = 4o00|.
n—-+o0o n—-+0o

b. Pour tout n € N,

o = U 30"+ 2R ()" — 22
", T T0(3)r — B0(—Eyn 10
(3)" [340 + S0 (—2)n — 280 (4yn]
(170 — 2= - 50 dy]
_ 340+ (=) = 2 (E)"
170 = 2R (=) - R (5"
Comme —1 < —% <let—-1< 5 < 1, ngrfoo(—%)" = nlirilw(g)” = 0, par produit,

somme et quotient, | lim w, = % = 2|
n——+00

Ainsi, a long terme, il y aura approximativement deux fois plus de « jeunes » que de
« vieux ».



