Cours de la séance du mardi 31 mars 2020

On considere le jeu suivant : initialement, on dispose un pion sur le sommet S; d’un carré.
On lance une piece de monnaie parfaitement équilibrée. Si on obtient pile, on déplace le pion au
sommet suivant dans le sens des fleches : il se retrouve donc sur Sy. Si on obtient face, on laisse
le pion dans sa position : il reste donc sur 5. Ensuite, on répete le processus : on relance la
piece, si on obtient pile, on déplace le pion au sommet suivant dans le sens des fleches et si on
obtient face, on laisse le pion dans sa position.
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Pour tout entier n > 1, on note A,, I'’événement : « apres le n—ieéme lancer, le pion se trouve
sur le sommet S; ». On définit de méme les éveénements B,,, C,, et D,, respectivement pour Ss,
Sg et S4.

On note, pour tout n € N*, a,, b,, ¢, et d, les probabilités respectives des évenements A,
B,, C, et D,. On convient, de plus, que ag =1 et by = ¢y = dy = 0.

1. Déterminer aq, by, c; et dy puis calculer as, by, co et ds.

L’évenement A; est I'éveénement « le pion se trouve sur Sy apres le premier lancer ». Ainsi,

ay est la probabilité d’obtenir face au premier lancer donc a; = %

De méme, I’éveénement B; est ’événement « le pion se trouve sur Sy apres le premier

lancer ». Ainsi, by est la probabilité d’obtenir pile au premier lancer donc b = %
Enfin, comme apres 1 lancer, le pion ne peut pas étre Sz ou S; a partir de S7, on a
C1 = b1 = 0.

Pour déterminer ao, by, o et dsy, on peut utiliser un arbre pondéré :
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Grace a la formule des probabilités totales, on a donc :
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dy = P(Dy) = 0.

2. Soit n € N. Déterminer la probabilité de A, ; sachant A,,, la probabilité de B, ; sachant
A,, la probabilité de C,, 1 sachant A, et la probabilité de D,,,; sachant A,.

Si A, est réalisé alors le pion se trouve sur le sommet S; apres n lancers. Au (n + 1)-ieme
lancer, soit on obtient face et le pion reste sur le sommet S; soit on obtient pile et le
pion se déplace sur le sommet S;. Ainsi,

Ces probabilités s’appellent les probabilités de transition de I'état A, aux états A,.1,
Bn+17 Cn—l—l et Dn—l—l'

On remarque que ces probabilités ne dépendent pas de n. On les appellera aussi les
probabilités de transition d’'un sommet a un autre.

3. Sur le schéma ci-dessous, indiquer a coté des fleches les probabilités de transition entre
les différents sommets.
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Cette représentation s’appelle un graphe probabiliste.

4. On note M = (m;;) la matrice dont le coefficient m;; est la probabilité de transition du
sommet S; au sommet S;. Déterminer M.
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On dit que M est la matrice de transition associée au graphe précédent.



5. On définit, pour tout n € N, la matrice ligne P, = (an b, ¢n dn>. La matrice P,
s’appelle I’ état probabiliste apres n lancers.

a. Déterminer P, et justifier que, pour tout n € N, P,,; = P, x M.
Par définition, Py = (1 0 0 0).

Soit n € N. Pour montrer que P, = P, X M, on peut utiliser un arbre de probabilité :
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Grace a la formule des probabilités totales, on a donc :

1 1 a,+d,
nt1 = P An = Unp std, X ;=
An+1 (Ant1) = an X 5 x5 5
1 1 a,+0b,
bpy1 = P(Bpy1) = an X = + by X = =
+1 (Bn+1) = a 5 x5 5
1 1 b,+ec,
1 = P Cn = by X = n 5
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+1= P(Dng) = e X 5 +da X 5 5
On a donc
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i.e. Pyiy = P, x M.

b. En déduire 'expression de P, en fonction n, M et F.

Ainsi, (P,) est une suite géométrique de matrices lignes de raison M.
Des lors, pour tout n € N, P, = PyM™.




Po=PMP= (1 1 1K)
donc a5 = 1.
Exemple 21
1. On note A I'état : « le client est un client d’agence » et I I’état : « le client est un client
internet ».
On a alors le graphe probabiliste suivant :
0,01
0,95 0,99
0,05
2. D'aprés 'énoncé, Py = (0,92 0,08).
3. La matrice de transition est
M= 0,95 0,05
~\0,01 0,99/
4. a. Ona P, = P,M donc P, = (0,8748 0,1252).
b. Comme 2015 = 2010 + 5, on calcule P5. Or, P = P,M® &~ (0,72 0,28).
Cela signifie qu’en 2015, environ 72% des clients seront des clients d’agence et 28%
des clients seront des clients internet.
Exemple 24
1. Il suffit de vérifier (a la main ou la calculatrice) que PM = P donc P est un état stable.
2. Tout état probabiliste est stable par I, car, pour tout état probabiliste P, Pl = P.
3. Soit P = (a b) un état probabiliste. Alors, PM = (b a) donc PM = P si et seulement
si a = b. Comme, de plus, a+ b = 1, on conclut que 'unique état stable de M est (% %)
4. On vérifie (& la main ou la calculatrice) que PM = P donc P est un état stable.

c. Utiliser la question précédente pour retrouver les résultats de la question 1.

OnaPi=PM=(5 1 0 0)et Bb=PM>=(} L1 1

0) donc on retrouve les
résultats de la question 1.

d. Déterminer la probabilité que le pion soit sur le sommet S; apres 5 lancers puis la
probabilité qu’il soit sur le sommet S; apres 10 lancers.

On doit calculer a5 et ajq.
Pour cela, on calcule P puis P :

P=PM= (& & & I

donc a5 = 137)‘ et

On peut vérifier que P'M = P’ cependant P’ n’est pas un état stable car P’ n’est pas un
état probabiliste (la somme des coefficients de P’ n’est pas égale a 1).



Exemple 27. Remarque : on suppose que a,, correspond a I’état A, b, a ’état B et ¢, a I'état

C.

1. La matrice de transition est
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2. La matrice M contient des 0 mais la matrice M? n’en contient pas donc, par théoréme,
le systéme possede un unique état stable P et la suite de matrice (P,) converge vers P.
3. Pour déterminer P, on dispose de deux méthodes : la premiere est rapide mais ne
fonctionne pas tout le temps et la seconde est systématique mais beaucoup plus lourde.

1¢¢ méthode. On sait que (P,) converge vers P donc si on calcule P, pour une grande

valeur de n, on aura une valeur proche de P. On peut a partir de cette valeur conjecturer

la valeur de P. Il suffit alors de vérifier que 1’état trouvé est stable puisque P est unique.
_ ~ (5 2 6

Dans notre cas, pour n = 100, on trouve Pjgg ~ (E 3 1—3)

Posons @) = (% 1—23 1%) On vérifie que QM = (@) donc @ est un état stable pour M et
donc, par unicité ) = P i.e. P = (% 1% %)

2¢me méthode. On cherche 1'état probabiliste stable P. Comme P est un état probabiliste,
il est de la forme P = (a b 1—a— b) ou a et b sont deux réels compris entre 0 et 1.

De plus, comme P est un état stable, il vérifie PM = P. Or,

1 1
% 0 g a b l-a—b 1l—a—b a 3b l1—a—b
PM=(a b 1-a=b) |3 0 §f=(3+5+55570 1570 549+ 152)
303 3
donc PM = (28— 5 +4 §—e—2 ¢4 24 1) Ainsi,
a b 1 _
6 12Tz =0
PM=P&{l_a_ 15—y

En multipliant la premiere ligne par 12, la seconde par 3 et la troisieme par 12, on obtient

20 —b+4=12a b= —10a+4
PM=P&J{1l—a—-b=3b Sa=—-4b+1

2a +5b+4 =12 —12a — 12b 140 = —17b+ 8
b= —10a+4 b= —10a +4

& qa=—4(—10a+4)+1 & qa=40a —15
l4a = —17(—10a + 4) + 8 14a = 170a — 60
b= —10a +4 b= —10a +4

< <39 =15 & a:%
156a = 60 a==

13

b=—10x () +4 b= 2
=& ¢39a =15 < (33) + @{ 13
a

156a = 60

5
13

b= —10a+4 {

Comme 1 — % — % = 1%, nn conclut donc que I'état stable est P = (153 % 1%)



