
Terminales S1&2 – spécialité mathématiques mercredi 13 janvier 2016

Devoir surveillé n◦3
Durée : 1 heure

L’utilisation d’une calculatrice est autorisée. Tout document est interdit.

Dans toute la suite, on considère la matrice A =

 0 −1 1
1 2 −1
−1 −1 2


1. On note I3 la matrice identité d’ordre 3.

a. Exprimer A2 − 3A en fonction de I3.
b. En déduire que A est inversible et exprimer A−1 en fonction de A et de I3.

2. On considère les suites (rn) et (sn) définies par r0 = 0 et s0 = 1 et, pour tout entier
naturel n, rn+1 = 3rn + sn

sn+1 = −2rn

.

En utilisant la question 1.a, démontrer par récurrence que, pour tout entier naturel n,
An = rnA + snI3.

3. On note, pour tout n ∈ N, Cn =
(

rn

sn

)
.

Déterminer la matrice B telle que, pour tout n ∈ N, Cn+1 = BCn.
Il s’ensuit que, pour tout n ∈ N, Cn = BnC0. (On pourra utiliser sans démonstration ce
résultat dans la suite.)

4. On note P =
(

1 1
−2 −1

)
et D =

(
1 0
0 2

)
.

a. Justifier que P est inversible et déterminer P −1.
b. Calculer PDP −1.

5. a. Démontrer, par récurrence, que, pour tout n ∈ N, Bn = PDnP −1.

b. En déduire que, pour tout n ∈ N, Bn =
(

2n+1 − 1 2n − 1
2− 2n+1 2− 2n

)
.

6. Déduire des questions précédentes, pour tout entier naturel n, une expression explicite
de rn et sn en fonction de n.

7. Déterminer, pour tout entier naturel n, une expression de An en fonction de n, A et I3
puis une expression explicite de An en fonction de n seulement.

8. Justifier que, pour tout n ∈ N, An est inversible et montrer qu’il existe deux réels cn et
dn, que l’on explicitera en fonction de n, tels que (An)−1 = cnA + dnI3.


