Corrigé du devoir a la maison n°5

Partie A. — Etude d’un cas particulier
1. s =7Tx14+1x0=7T, u3=7xT7+1=50et uy =7 x 50+ 7 = 357.
2. A laide de la calculatrice, on trouve dy = d; = dy = d3 = 1.

On peut conjecturer que, pour tout n € N, d, = 1 i.e. que u,, et u, 1 sont premiers entre
eux.

3. Par définition, d,, divise u,, et u,.1 donc d,, divise Tu,.+1 + u, i.e. d,, divise u, 2. Ainsi,
d,, divise u,1 et u,.o donc d,, divise d;,11.

4. Par définition, d, 1 divise w11 et u, o donc d, 1 divise w19 — Tupiq €. dyyq divise u,.
Ainsi, d,, 1 divise u,11 et u, donc d,, 1 divise d,.

5. Soit n € N. On a montré que d,, | d,41 et dpy1 | d, donc, comme d,, > 0 et d,,.1 > 0,
d, = dny1. Ainsi, la suite (d,,) est constante donc, comme dy = 1, pour tout n € N,
d, = 1. Ainsi, pour tout n € N, u,, et u,,1 sont premiers entre eux.

Partie B. — Cas général
On se place a présent dans le cas général i.e. on suppose que p et ¢ sont des entiers strictement
positifs quelconques.

Pour tout n € N, on pose X,, = (uZH).
n

1. Soit n € N. Alors,

_ [ Un+2) _ PUnt1 + quy (P q Un4+1\|
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en posant A = (Z; g)

2. Soit n € N*. Notons A" = (Z Z) Alors, d'une part X,, = A" X, donc

(%)= (2 o) - )

donc a = u,,; et ¢ = u,. D’autre part, X"*!' = A" X, donc
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donc b = Upio — ap = Upio — Plpy1 = QU €6 d = Upy1 — CP = Upy1 — PUy = QU1 (cCar
n>1).
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3. a. Soit (k;m) € N x N*. Alors,

Ainsi, on conclut que A" = <
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donc, comme m > 1, d’apres la question précédente,
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En particulier, en identifiant les seconds coefficients, on obtient

Uk+m = UmnUkt+1 T qUm—1Uk-



. Considérons, pour tout n € N, la proposition P, : « u,, divise ., ».
Comme ug = 0 et que tout entier divise 0, la proposition F, est vraie.

Soit k € N. Supposons que P, est vraie i.e. que u, divise ug,,. Alors, d’apres la
question précédente, puisque m > 1,

U(k+1)m = Umk4+m = UmUmk41 + qQUm—1Umk

mais w,, divise g, et u, donc il divise UpUmir1 + qUm—1Unk 1.€. Uy, divise U 1)m.
Ainsi, P,y est vraie.
On a donc montré par récurrence que, pour tout n € N, u,, divise t,.

. Soit d un diviseur positif commun a w et v. Alors, d divise w et w divise u donc
d divise PGCD(u,v) = 1 i.e., comme d > 0, d = 1. Ainsi, le seul diviseur positif
commun a w et v est 1 donc w est premier avec u.

. Par définition, 0 divise a et b donc, comme a et b sont positifs, il existe des entiers
naturels k et ¢ tels que a = kd et b = £5. Comme § > 0, on déduit de la question 3.b.
que ug divise ugs = u, et ug = up donc us divise PGCD (ug, up) i.e. us divise D.

. Considérons, pour tout n € N*, la proposition @), : « u, est premier avec q ».
Comme u; = 1, (J; est vraie.

Soit k € N*. Supposons que Hj est vraie i.e. que uy est premier avec ¢q. Notons
d = PGCD(uyy1,q). Alors, d divise ug 1 et d divise ¢ donc d divise w1 —qug_1 = puy.
Or, d divise ¢ et q est premier avec p donc, grace a la question 4.a., d est premier
avec p. Ainsi, par le théoreme de Gauss, d divise ug. Ainsi, d divise ¢ et u; donc d
divise PGCD(q, uy) = 1 par hypothese de récurrence. Ainsi, d = 1 donc ug,1 et g sont
premiers entre eux donc Q.1 est vraie.

On a donc montré par récurrence que, pour tout n € N*, u,, et ¢ sont premiers entre
eux.

. Considérons, pour tout n € N, la proposition H, : « d,, =1 ».

Comme dy = PGCD(ug,u;) = PGCD(0,1) = 1 donc Hy est vraie.

Soit £k € N. Supposons que Hj est vraie i.e. que d = 1. Comme dj; divise ugi
et upio, dryq divise ugio — pugy1 = qug. Or, kK + 1 > 1 donc, par la question 4.c.,
U1 est premier avec q. De plus, dj; divise ui,1 donc, par la question 4.a., dj
est premier avec ¢. Ainsi, comme dj,, divise quy, on déduit du théoreme de Gauss,
que dy4q divise ug. Des lors, diyq divise ug et ugy; donc diy; divise dy = 1. Comme
dk+1 > 0, on conclut que dy1 =1 i.e. Hgyq est vraie.

On a donc montré, que pour tout n € N, d,, = 1.

. Comme § = PGCD(a, b), par théoreme, il existe des entiers r et s tels que ra+ sb = 0.
Sir<0ets<0alors, commea>0etb>0,0=ra+ sb<0cequiest absurde car
0>1.Sir>0ets>0alors, comme r est entier, r > 1 donc d =ra+sb>ra > a
ce qui est absurde car  est un diviseur de a et a > 0. Ainsi, r et s sont de signes
contraires.

. Comme ra—tb=26,ra=0+tbet,commed >0etth>0,ona A" = A = AIA®,
Ainsi, X,, = A7X, = A°A? X, = A°X},. De plus, comme 6 > 0, d’apres la question

2., A% = Yot 9% ) qone
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En particulier, en identifiant les seconds coefficients,

Upg = UsUp+1 T qQUS—1Ustp-



g. Par définition, D divise u, et u, donc, grace a la question 3.b., comme a > 0 et
b > 0, D divise u,, et uy. Ainsi, d’apres ’égalité de la question précédente, D divise
Upq — QUs_1Ug 1.€. D divise usugy1. Or, D divise uy, et, d’apres la question 4.d., uy
et up1 sont premiers entre eux donc, d’apres la question 4.a., D est premier avec
Ugpy 1. ainsi, par le théoreme de Gauss, D divise us.

Or, on a vu en question 4.b. que us divise D donc, comme ils sont tous les deux
positifs, D = us.

5. Supposons que, pour tous entiers a et b strictement positifs, PGCD(uq, us) = tupccn(ap)-
En particulier, pour a = 2 et b = 3, PGCD(u2, u3) = upccn(z,) = w1 = 1. Ainsi, up = p
et ug = p? + ¢ sont premiers entre eux. Notons d le P.G.C.D. de p et ¢. Alors, d divise
p et ¢ donc p divise uy et u3 = p X p+ g donc d divise PGCD(ug,u3) = 1 donc p = 1.
Ainsi, p et ¢ sont premiers entre eux.



