Corrigé du devoir a la maison n°4

Partie A. — Droites rationnelles

1. Nous allons montrer que (1) implique (2) implique (3) implique (1).
Supposons que M est une point rationnel. Alors, par définition, x;; € Q.
Supposons que xp; € Q. Alors, comme M € D, yy = mxy + p. Or, m, xp; et p sont
rationnels donc y,, est rationnel.
Supposons que yy; € Q. Alors, de méme, y,; = mxy + p et donc, comme m # 0,
Ty = %(yM — p). Comme m est rationnel, % aussi et, puisque yys et p sont rationnels,
on conclut que x; € Q.
Ainsi, on a bien montré 1'équivalence entre (1), (2) et (3).

2. Un exemple

a. Soit (u;v) € Z2. Alors, 10u — 15v = 5(2u — 3v) et 2u —3v € Z donc 5 divise 10u — 150.

b. Supposons que M (xps;yp) soit un point entier de A. Alors, yy = %xM — %

donc, en multipliant par 15, 15yy; = 10z, — 12 donc 12 = 10z, — 15yp. On
déduit alors de la question précédente que 5 divise 12 ce qui est absurde. Ainsi,
‘A ne contient aucun point entier ‘

3. Cas général

a. Par définition, on a yy = mwy + p = $ay + 5 donc, en multipliant par bd, il vient
bdyy = adzyy + b et done d(byyr — axpr) = be. Comme byyr — axpyy € Z, on conclut

que |d divise be]

De plus, par hypothese, d est premier avec ¢ donc, par le théoreme de Gauss,
d divise b,

b. Comme a et b sont premiers entre eux, d’apres le théoréeme de Bézout, il existe deux
entiers u et v tels que au + bv = 1. De plus, d divise b dont il existe un entier £ tel que
b = kd et donc ‘au + kdv =1 ‘ On en déduit que auc + kdve = ¢ donc *5¢ + kve = §
et ainsi 2% 4 kye = € ie. puisque kd = b, kve = %(—uck) + < = m(—uck) + p. On en
déduit donc que le point M (—uck ; kve) est un point entier appartenant a D. Ainsi,

D passe par un point entier ‘

c. Les deux questions précédentes permettent de conclure que D passe par un point
entier si et seulement si d divise b.

Partie B. — Cercles rationnels

1. Un résultat préliminaire

a. Comme u et v sont premiers entre eux, d’apres le théoreme de Bézout, il existe deux
entiers x et y tels que ux + vy = 1. En élevant au cube, on obtient (ux +vy)® = 13 i.e.
(uz)?® + 3(uz)?vy + 3uz(vy)? + (vy)® = 1 donc (uz® + 3z?vy)u? + (3uzv® + vy®)v? =1
et donc, comme ux® + 3z2vy et 3uxv? + vy? sont des entiers, on déduit du théoréme

de Bézout que |u? et v? sont premiers entre eux|.

Autre méthode. — Comme u et v sont premiers entre eux, par un résultat du cours,
PGCD(u X u,v) = PGCD(u,v) = 1 donc PGCD(u?,v) = 1. De méme, on en déduit
que PGCD(v x v,u?) = PGCD(v,u?) = 1 donc PGCD(u?,v?) = 1. Ainsi, u? et v?

sont premiers entre eux.



b. Notons d = PGCD(a,b) et posons u = § et v = 2. Alors, u et v sont deux entiers
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premiers entre eux. Comme a? divise b, il existe un entier k£ tel que k = 2—2. Alors,
2 2 . . s . 2 . \ .
% =k= 2—2 = 4. Or, % est une fraction irréductible et ¥; aussi d’apres la question

précédente. Ainsi, par unicité de le forme irréductible, u?> = k et v?> = 1. Ainsi, v vaut
1 ou —1 donc a vaut d ou —d et, dans tous les cas, .

Autre méthode. — En gardant les mémes notations, on a a? = d*u? et b*> = d*u? donc,
par une propriété du cours, PGCD(a?, b*) = d*PGCD(u?, v?). Ainsi, par la question
précédent, PGCD(a?,b?) = d?. Or, comme a? divise b* et a®> > 0, PGCD(a?, b*) = a?
et donc a? = d? i.e. d = |a| et on conclut de méme.

2. Points entiers non triviaux sur un cercle de rayon entier centré en O

a. Comme 22, = |zy|* et 43, = |yn|”, le point de coordonnées (|x | ; |yas]) est un point
entier de C7i. De plus, comme x); # 0 et ypr # 0, |zp| > 0 et |yp| > 0. Ainsi, on
peut toujours se ramener au cas ou xy; > 0 et yy > 0.

b. Par définition, d divise a et b donc d? divise a? et b%. Ainsi, d? divise a® + b* i.e. d?

divise n2. On déduit alors de la question 1. que [d divise n |

Onposeca =L ph =41 ot ¢ =2 Ajnsi, a, b et ¢ sont des entiers strictement positifs
d d d » @y

tels que a® + b? = %
c. Par théoreme, a et b sont premiers entre eux donc ils sont pas tous les deux divisibles
par 2. Ainsi, au moins un des deux nombres a ou b est impair.

Soit m un entier quelconque. On a le tableau suivant :

Reste de m modulo 8 0 1 2 3 4 5 6 7

Reste de m? modulo 8 0 1 4 1 0 1 4 1

donc les restes possibles pour un carré modulo 8 sont 0, 1 et 4. Pour déterminer les
restes possibles de a? + b modulo 8, faisons un tableau & double entrée.

b2

CL2

0 0 1 4

1 1 2 5

4 4 ) 0

Comme a? + b* = ¢2, le reste de a? + b> modulo 8 est 0, 1 ou 4. Or, si a® + b% est
congru & 0 ou 4 modulo 8 alors a? et b? sont congrus & 0 ou 4 modulo 8 donc a et
b sont pairs, ce qui est exclu. Ainsi, a* +b* =1 [8] donc a?> =0 [8] et 1> =1 [8] ou
a* =1 [8] et b* = 0 [8]. Ainsi, a® et b* sont de parités différentes et donc, finalement,
‘a et b n’ont pas la méme parité |

d. Comme b est pair, u est entier. Comme b est pair, a est impair et donc ¢ est aussi
impair. Ainsi, ¢ + a et ¢ — a sont pairs et donc s et t sont des entiers. De plus,
comme a, b et ¢ sont strictement positifs, u et s sont strictement positifs et, comme
2 =a?>+b >a% c>adonct>0.

e. Remarquons que s —t = a et s +t = ¢. Notons § = PGCD(s, t). Alors, ¢ divise s
et t donc 6 divise s —t et s+t donc § divise a et c. Ainsi, § divise a? et ¢ donc §
divise ¢ — a? = b%. Dés lors, § divise PGCD(a?, b?). Or, comme a et b sont premiers
entre eux, a? et b? aussi (d’aprés la question 1.). On conclut que § = 1 c’est-a-dire
que | s et ¢ sont premiers entre eux ‘
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f. Par définition, st = % x S = <=4 :%:uzdonc%:%:%:%Or,les

deux fractions f}’—j et 7 sont irréductibles (d’apres les questions 2.e. et 1.) donc, par

unicité de Iécriture sous forme irréductible, p?> = s et ¢> = t. On en déduit que

p? 4+ ¢*> = s+t = c donc, comme n = dc, |n = d(p* + ¢*) |

g. On remarque que
2
40" = )]+ (2dpe)* = (0" = 2°¢° + ¢*) + 4d°P’¢’
= d*(p* + 20°¢" + ¢)
=d*(p* + ¢*)* = n’

donc le point M appartient bien a C,. De plus, comme d, p et ¢ donc des entiers, M
est entier et, enfin, comme p > ¢ > 0, ‘M est un point entier non trivial de C, |.

h. Les questions précédentes montre qu’un cercle C, passe par des point entiers non
triviaux si et seulement si n est de la forme n = d(p*+¢?*) ot d est un entier strictement
positif et p et ¢ sont des entiers strictement positifs premiers entre eux.

Or, 7 n’a pas de diviseurs stricts autre que 1 et les seules facons d’écrire 7 comme une
somme d’entiers strictement positifs sont 7=1+6 =2+ 5 = 3 + 4. Comme aucune
de ces sommes n’est la somme de deux carrés d’entiers, on conclut que C; ne passe
par par des points entiers non triviaux.
En revanche, 10 peut s’écrire 10 =2 x5 =2 X (1 +4) = 2 x (22 4+ 1?) donc le cercle
C1p passe par des points entiers non triviaux : par exemple, le point M (6;38).

3. Points rationnels sur un cercle centré en O et dont le rayon est la racine

carrée d’un entier (facultatif)

a. Comme C ne contient pas de point entier, M # N donc d > 0 et ainsi d* > 0.

Par ailleurs, comme u est 1’entier le plus proche de = et v I'entier le plus proche de y,
lu—z| < iet|v—yl <3 Deslors, d® = (u—xz)?+ (v—y)* < (3)*+ () = . Ainsi,
0<d® <3|

b. Comme z? + y?> =n, on a
= wu-2)>2+w-y)?=u®—2ur+2°+0v° - 20y +¢°
b
:u2—2u£+02—2v—+n
m m

u?m — 2ua + mv® — 20b + nm

m

2

!
donc, en posant m’ = u?m — 2ua +mv? — 2vb+nm, on a d* = ™. De plus, m' est un

entier et m’ > 0 car d* > 0 et m > 0. Comme d* < 3, d* <1 i.e. % < 1 et, comme

m >0, [m' < m|

—
c. La droite (M N) est dirigé par le vecteur NM (x —u;y — v) et passe par le point N
donc un point A appartient a (M N) si et seulement si NA et NM sont colinéaires

—
i.e. si et seulement s’il existe un réel ¢t tel que NA = tNM . En coordonnées, cette
égalité se traduit par

ya—v =1ty —v)

{xA—u:t(x—u)

Le.
Tp=u+tlx—u)
ya =v+i(y —v)



Ainsi, I'ensemble des points de (MN) est I'ensemble des points de coordonnées
(u+t(x—u);v+tly—wv)) outeR.

Un point de (M N) appartient a C, si et seulement s’il existe un réel ¢ tel que
(u+t(z —u))* + (v+t(y —v))* = n. En développant, on obtient

P+ 2 (u(r —u) +o(y—v)t+u*+0vP —n=0

Comme M appartient a C,, et que M correspond a t = 1, on peut affirmer que 1 est
solution de ’équation du second degré précédente. Celle-ci a donc une autre solution
qui est t' = % (car le produit des racines d'un trindme de la forme ax? + bx + ¢
est £). Notons que t' est différent de 1 car u* + v — n est un entier et 0 < d* < %

donc u? +v* —n # d%. Ainsi, M # P.

. Comme P correspond a t’, les coordonnées de P sont

u2+v2—n

wp = u+ CE (g — )
yp =0 + =" (y — v)

Ainsi,
u? + 0% —n m'u + (u? + v* — n)(mz — mu)
Tp=u — (x —u) = -
m m
m'u + (u? +v? — n)(a — mu)

donc, en posant ¢ = m'u + (u? + v? — n)(a — mu) € Z, xp = e

De méme,
u? +v*—n m'v + (u? +v? — n)(my — mv
yp=v+——r—(y—v) = ; X )
m m
m'v + (u? + v? —n)(b — mv)

/

donc, en posant ¢ = m'v + (u? +v* —n)(b—mv) € Z, yp = <.

. Comme m’ < m, on aboutit a une contradiction par minimalité de m. Ainsi, C,, passe
par un point entier.




