Correction du devoir a la maison n°4

Exercice 1

NOTA BENE : on utilise dans toute la suite que (u,,) est une suite d’entiers naturels et que,
pour tout n € N* u, > 0 ce qui se démontre tres facilement par récurrence mais que j'aurai di
préciser dans 1’énoncé de I'exercice.

1.

a.

Soit n € N. Alors, comme 9,, divise u,, et u,;1, 0, divise u,11 + U, = Uy, 2. Ainsi, 9,
divise ;1 et u, o donc 6, divise d,,.1. Réciproquement, 0,11 divise 1,1 et u, o donc
Ona1 divise Uy 19— Upp1 = Uy. Alnsi, 0,4 divise u,, et u, ;1 donc d,1 divise §,,. Comme

0, et 0,11 sont positifs, on conclut que ¢,, = d,,1. Ainsi, |la suite (4,,) est constante |.

Comme 0y > 0 et dg divise u; = 1, dp = 1. Des lors, comme (,,) est constante, pour
tout n € N, §,, = 1. Ainsi, ‘pour tout n € N, u,, et u, 1 sont premiers entre eux|.

. Soit n € N. Alors,

oo [Un) Upt1 _ 01 Un,
i Un+2 un_l'un—i-l 11 Un+1

Ainsi, en posant | A = <(1) i) ,on a, pour tout n € N, X,,,; = AX,,.

Soit n € N*. Ecrivons A" = <CCL 2) Alors,

() === (2 0) () = ()

donc b = u,, et d = u, 1. De plus,

Uny1) _ _any _ (@ b)Y (1) _ [fa+d
(ar) === (3 () = (50)

donc a+b = u,yq et c+d = u,io. On en déduit que a = U, 1 —b = Upi1 — Uy = Up_1
et ¢ = Upio —d = 1Upio — Upi1 = Up.
Ainsi, on a bien

Uy — u
VneN, Ar=( "1t |
Un, Un+1

. Soit n € N*. On considére, pour tout k& € N, la proposition P (k) : « u,, divise by. ».

Comme (A,)° = I, by = 0 et 0 est divisible par tout entier donc u,, divise by i.e. P(0)
est vraie.
Supposons que P(k) est vraie pour un certain k£ € N. Alors,

(AP — (A7) A (ak bk) (unl Un ) _ (akunl + bgu,  aguy, +bkun+1>

cr  di Up  Upyl CklUn—1 + dply,  Crply + dplpniy

donc by = apu, + bru,1. Or, par hypothese, u,, divise by et u, divise u,, donc u,
divise agu, + by, i-e. u, divise biyq et donc P(k + 1) est vraie.

On a donc montré par récurrence que, ‘pour tout k € N, u,, divise by |




d. Soit n et m deux entiers naturels non nuls. Supposons que n divise m. Alors, il existe
un entier naturel k tel que m = nk. D’apres la question précédente, u,, divise by. Or,
by est le coefficient d’indices 1 et 2 de (A")F = A" et ce coefficient est, d’apres la

question 2.b., u, i.e. u,,. Ainsi, |u, divise u,, |

3. a. Par définition, d divise p et ¢ donc, d’apres la question 2.d., uy divise u, et uq, et,
ainsi, ug divise D.

b. Considérons les entiers p’ et ¢ tels que p = dp’ et ¢ = dq’. Par théoreme, p’ et ¢
sont premiers entre eux donc, d’apres le théoreme de Bézout, il existe deux entiers
relatifs r et s tels que rp’ + s¢’ = 1. En multipliant par d, il s’ensuit que rp + sq = d.
De plus, comme p et ¢ sont strictement positifs, p > d et ¢ > d donc, si r et s
sont négatifs, rp + sq < 0 ce qui est absurde et, si r et s sont strictement positifs,
d=rp+sq>=p+q = 2d ce qui est également absurde. Ainsi, r et s sont deux entiers
de signes contraires tels que rp + sq = d.

c. Comme rp —tq = d, rp = d + tq et les entiers d, rp et tq sont tous positifs donc
AP = Adtta = Al A% Des lors,

Urp—1  |Urp |\ _ (Ug—1 Ud Utg—1  Utgq
Upp  Uppt1 Ug  Ud+1 Utqg  Utg+1
B (udlutql + Uqeg | Ud—1Usg + Uglegs1 \)

Uglig—1 + Ugp1Utg  UdUpq + Ugq1Uigr1

donc, en particulier,

Urp = Ug—1Utq + UqUtqg+1 ‘

d. Par hypothese, D divise u, et, d’apres la question 2.d., u, divise u,, donc, par
transitivité, D divise u,,. On montre, de méme, que D divise u,. Notons g le P.G.C.D.
de D et wyyq1. Alors, g divise D donc g divise uy, et g divise w41 donc g divise
PGCD(utg, utg11). Or, d’apres la question 1.b., PGCD(utg, tsg+1) = 1 done, comme
g >0, g=1. Ainsi, | D et uy4+1 sont premiers entre eux |.

e. D’apres la question c., ugtg+1 = Urp — Ug—1Usg. Or, d’apres la question d., D divise
. o . :
Urp €t Uy done D divise uqug41. De plus, d’apres la question d., D est premier avec
Ug+1 donc, d’apres le théoreme de Gauss, D divise ug.
Ainsi, D divise ug et ug divise D donc, comme D > 0 et ug > 0, D = uy.

On a donc bien montré que, pour tous entiers p et ¢ non nuls,

PGCD(up, uq) = upacenpg) |

Exercice 2. — Notons d le P.G.C.D. de p et ¢. Il existe des entiers a et b premiers entre eux
tels que p = da et ¢ = db. Comme p? = ¢3, on a donc d?a? = d*b® donc a® = db3. Or, b divise
db® donc b divise a? = a x a. Mais b est premier avec a donc d’aprés le théoréeme de Gauss b

divise a et ainsi b divise a et b donc b divise PGCD(a,b) = 1. Comme b > 0, on conclut que

b =1 donc ¢ = d et ainsi p = ga. Dé&s lors, np = p* = ¢3a® = na® donc, comme n # 0, p = a3.

On conclut donc que n = p? = (a)* = a5. Ainsi, a est un entier tel que n = a°.



