Cours de la séance du vendredi 29 mai 2020

2) Equation de sphéres

— Définition 30 a

Soit I un point de 'espace et R un réel strictement
positif. On appelle sphére de centre I et de rayon
R T’ensemble des points M de 'espace tels que
IM = R.

Propriété 31

L’espace est muni d’un repere orthonormé (O ; ;,f, E) Si I est le point de coordonnées
(xr;yr;zr) et si R est un réel strictement positif alors un point M (z;y;z) de l'espace
appartient a la sphére S de centre I et de rayon R si et seulement si (z — z7)? + (y — yr)? +
(z —21)? = R%

Une telle équation est appelée équation cartésienne (réduite) de S.

Démonstration. Un point M (x;y;z) appartient & S si et seulement si /M = R ce qui équivaut
A IM? = R? (car IM >0 et R >0). Or, comme le repere est orthonormé,

IM? = (x— 21’ + (y —y1)* + (2 — z1)°
donc M (x;y;2) appartient a S si et seulement si (v —x7)? + (y —yr)* + (2 — 27)* = R2. [
Exemple 32. On considere les points A (—1;3;4) et B(2;—6;0) de I'espace. Déterminer une

équation cartésienne de la sphere S de diametre [AB].

Notons I le milieu de [AB]. Alors, I (ﬂ L 3H(=6) ﬂ) ie. I (% : —% : 2) donc
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donc I'équation réduite de S est (a: — %) + (y + %) +(z—2)?2= %.
Application 33. — Soit A et B deux points de 'espace. Déterminer ’ensemble des points M
—

de l'espace tels que M A et M B soient orthogonaux.

. H H .
Notons S I'ensemble des points M de l'espace tels M A et M B soient orthogonaux. Notons

I le milieu de [AB]. Alors,
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Ainsi, S est la sphere de centre I et de rayon A, autrement la spheére de diametre [AB].



Soit P un plan de ’espace et S une sphere de centre I et de rayon R. On note H le projeté
orthogonal de I sur P et d = [ H la distance de I au plan P. Alors, l'intersection de P et S
est :

e un cercle de centre H et de

rayon r = VR?—d? sid <
R;

e le point H sid=R;

e vide si d > R.

Exemple 35. — Dans l'espace rapporté a un repere orthonormal (O;?,j’, /2), on donne le
point I(1;—2;0) et le plan P d’équation x + y — 3z + 4 = 0. Déterminer 'intersection du plan
P et de la sphere S de centre I et de rayon 3.

—
Notons H le projeté orthogonal de I sur le plan P. Par définition, /H est normal a P donc
colinéaire a 7i (1;1; —3). Ainsi, une représentation paramétrique de (I H) est

r=1+1¢
y=-—-2+t,teR
z = =3t

Or, le point H est le point d’intersection de (I H) et de P. Pour trouver ses coordonnées, on



résout le systeme suivant :

r=1+t r=1+1 r=1+t x:%
=2+t = -2+t =241 -2
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z=—3t z = =3t z = —3t z=1

r4+y—32+4=0 (1+t)+(—=2+1t)—3(=3t) +4=0 11t +3=0 t=-2

Ainsi, H ( P ) Des lors,
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Ainsi, IH < 3 donc l'intersection de S et de P est le cercle de centre H et de rayon /33 — % =
3\/¥ inclus dans le cercle P.




