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Propriété 25

Soit A un point de I'espace et 77 un vecteur non nul de |'espace.

Alors, I'ensemble des points M de I'espace tels que AM -7 =0
est |'unique plan passant par A et de vecteur normal 7i.
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On déduit alors de la propriété 25 que P est le plan passant par [ et
de vecteur normal AB . O



Attention a I'erreur fréquente qui consiste a croire de I'ensemble
des points équidistants de A et B est une droite. C'est vrai dans
le plan (et cette droite est la médiatrice de [AB]) mais pas dans
I'espace.
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Propriété 27

On munit I'espace d'un repére orthonormé (O;f,j’,fé).
1. Un plan P de I'espace ayant pour vecteur normal
7i (a;b;c) a une équation cartésienne de la forme
ax +by+cz+d=0.
2. Réciproquement, étant donné des réels a, b, c et d avec a,
b et ¢ non tous nuls, I'ensemble des points M (x;y;2) de

I'espace tels que ax + by + cz + d = 0 est un plan de
vecteur normal 7i de coordonnées (a;b;c).
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b#OanrsA(O;—%;O) € & etsi c#0 alors

A (0 ;05 —g) € &£. Considérons donc un point A appartenant a
E. Alors, par définition, axa + bya + cz4 + d = 0 donc

d= —axry — bys — cza. Notons 77 le vecteur de coordonnées
(a;b;c). Par le calcul fait dans le point 1.,



2. Soit a, b, c et d des réels tels que (a;b;c) # (0;0;0) et €
I'ensemble des points du plan tels que ax + by + cz +d = 0.
Alors, £ # @. En effet, si a # 0 alors A (—g ;0;0) €é&, si

b#OanrsA(O;—%;O) € & etsi c#0 alors

A (0 ;05 —g) € &£. Considérons donc un point A appartenant a
E. Alors, par définition, axa + bya + cz4 + d = 0 donc

d= —axry — bys — cza. Notons 77 le vecteur de coordonnées
(a;b;c). Par le calcul fait dans le point 1.,

—
AM -fi=ax+by+cz+ (—axy —bys —cza)



2. Soit a, b, c et d des réels tels que (a;b;c) # (0;0;0) et €
I'ensemble des points du plan tels que ax + by + cz +d = 0.
Alors, £ # @. En effet, si a # 0 alors A (—g ;0;0) €é&, si
b # 0 alors A(O;—%;O) € & etsi c#0 alors
A (0 ;05 —g) € &£. Considérons donc un point A appartenant a
E. Alors, par définition, axa + bya + cz4 + d = 0 donc

d= —axry — bys — cza. Notons 77 le vecteur de coordonnées
(a;b;c). Par le calcul fait dans le point 1.,

—
AM -fi=ax+by+cz+ (—axy —bys —cza)

——
donc AM -7l =ax+ by + cz +d.



2. Soit a, b, c et d des réels tels que (a;b;c) # (0;0;0) et €
I'ensemble des points du plan tels que ax + by + cz +d = 0.
Alors, £ # @. En effet, si a # 0 alors A (—g ;0;0) €é&, si

b#OanrsA(O;—%;O) € & etsi c#0 alors

A (0 ;05 —g) € &£. Considérons donc un point A appartenant a
E. Alors, par définition, axa + bya + cz4 + d = 0 donc

d= —axry — bys — cza. Notons 77 le vecteur de coordonnées
(a;b;c). Par le calcul fait dans le point 1.,

—
AM -fi=ax+by+cz+ (—axy —bys —cza)
—
donc AM -7 = ax + by + cz + d. Ainsi,

M (z;y;2) €&



2. Soit a, b, c et d des réels tels que (a;b;c) # (0;0;0) et €
I'ensemble des points du plan tels que ax + by + cz +d = 0.
Alors, £ # @. En effet, si a # 0 alors A (—g ;0;0) €é&, si

b#OanrsA(O;—%;O) € & etsi c#0 alors

A (0 ;05 —g) € &£. Considérons donc un point A appartenant a
E. Alors, par définition, axa + bya + cz4 + d = 0 donc

d= —axry — bys — cza. Notons 77 le vecteur de coordonnées
(a;b;c). Par le calcul fait dans le point 1.,

—
AM -fi=ax+by+cz+ (—axy —bys —cza)
—
donc AM -7 = ax + by + cz + d. Ainsi,

M (z;y;2) e < ar+by+cz+d=0



2. Soit a, b, c et d des réels tels que (a;b;c) # (0;0;0) et €
I'ensemble des points du plan tels que ax + by + cz +d = 0.
Alors, £ # @. En effet, si a # 0 alors A (—g ;0;0) €é&, si

b#OanrsA(O;—%;O) € & etsi c#0 alors

A (0 ;05 —g) € &£. Considérons donc un point A appartenant a
E. Alors, par définition, axa + bya + cz4 + d = 0 donc

d= —axry — bys — cza. Notons 77 le vecteur de coordonnées
(a;b;c). Par le calcul fait dans le point 1.,

—
AM -fi=ax+by+cz+ (—axy —bys —cza)
—
donc AM -7 = ax + by + cz + d. Ainsi,

M (z;y;2) e < ar+by+cz+d=0

—
S AM -1=0



2. Soit a, b, c et d des réels tels que (a;b;c) # (0;0;0) et €
I'ensemble des points du plan tels que ax + by + cz +d = 0.
Alors, £ # @. En effet, si a # 0 alors A (—g ;0;0) €é&, si

b#OanrsA(O;—%;O) € & etsi c#0 alors

A (0 ;05 —g) € &£. Considérons donc un point A appartenant a
E. Alors, par définition, axa + bya + cz4 + d = 0 donc

d= —axry — bys — cza. Notons 77 le vecteur de coordonnées
(a;b;c). Par le calcul fait dans le point 1.,

—
AM -fi=ax+by+cz+ (—axy —bys —cza)
—

donc AM -7 = ax + by + cz + d. Ainsi,

M (z;y;2) e < ar+by+cz+d=0
—_—
S AM -n=0

et donc, par le propriété 25,



2. Soit a, b, c et d des réels tels que (a;b;c) # (0;0;0) et €
I'ensemble des points du plan tels que ax + by + cz +d = 0.
Alors, £ # @. En effet, si a # 0 alors A (—g ;0;0) €é&, si

b#OanrsA(O;—%;O) € & etsi c#0 alors

A (0 ;05 —g) € &£. Considérons donc un point A appartenant a
E. Alors, par définition, axa + bya + cz4 + d = 0 donc

d= —axry — bys — cza. Notons 77 le vecteur de coordonnées
(a;b;c). Par le calcul fait dans le point 1.,

—
AM -fi=ax+by+cz+ (—axy —bys —cza)
-
donc AM -7 = ax + by + cz + d. Ainsi,
M (z;y;2) e < ar+by+cz+d=0
——»
S AM -n=0

et donc, par le propriété 25, £ est le plan passant par A et de
vecteur normal 7i (a;b;c).



Remarque 28

Une équation cartésienne d'un plan n'est pas unique. Par exemple,
si x — 2y + z + 3 = 0 est une équation cartésienne d'un plan P alors
2z — 4y + 2246 =0o0u —x + 2y — z — 3 = 0 sont également des
équations cartésiennes de P. En revanche, on peut affirmer que
deux équations cartésiennes d'un méme plan sont proportionnelles
(essentiellement car deux vecteurs normaux a un méme plan sont
colinéaires...)



Exemple 29

On consideére les points A(0;1;1), B(—1;0;1) et C(4;1;—1).
Démontrer que A, B et C' ne sont pas alignés et déterminer une
équation cartésienne de (ABC).



Exemple 29

On consideére les points A(0;1;1), B(—1;0;1) et C(4;1;—1).
Démontrer que A, B et C' ne sont pas alignés et déterminer une
équation cartésienne de (ABC).

—
Ona AB (—1;-1;0) et AC (4:0;—2)



Exemple 29
On consideére les points A(0;1;1), B(—1;0;1) et C(4;1;—1).
Démontrer que A, B et C' ne sont pas alignés et déterminer une
équation cartésienne de (ABC).

— —
Ona AB (—1;-1;0) et AC (4;0;—2) donc

135 X Yag =0F A=y X



Exemple 29

On consideére les points A(0;1;1), B(—1;0;1) et C(4;1;—1).
Démontrer que A, B et C' ne sont pas alignés et déterminer une
équation cartésienne de (ABC).

Onaﬁ(— ;—1; )etﬁ(' 0;—2) donc

Tom =0 75 —4 =y 5 X 5z donc les vecteurs AB et

AR
AC ne sont pas colinéaires.



Exemple 29

On consideére les points A(0;1;1), B(—1;0;1) et C(4;1;—1).
Démontrer que A, B et C' ne sont pas alignés et déterminer une
équation cartésienne de (ABC).

— —
OnaAB(— ;—1;0) et AC (4;0;—2) donc
Tog ¥ =0# —4 =y X w57 donc les vecteurs AB et

-

AC ne sont pas colinéaires. Ainsi, les points A, B et C ne sont pas
alignés et définissent un unique plan (ABC) dont (AB ; AC ) est
une base.



Pour déterminer une équation cartésienne de (ABC'), cherchons un
vecteur normal 7i (a;b;c) a ce plan.



Pour déterminer une équation cartésienne de (ABC'), cherchons un
vecteur normal 7 (a;b;c) a ce plan. Un tel vecteur est caractérisé
— —

par AB -ii=0et AC -7 =0.



Pour déterminer une équation cartésienne de (ABC'), cherchons un
vecteur normal 7 (a;b;c) a ce plan. Un tel vecteur est caractérisé

— B
par AB -ii=0et AC -7 =0. Or,

0
=0

Als|
s



Pour déterminer une équation cartésienne de (ABC'), cherchons un
vecteur normal 7 (a;b;c) a ce plan. Un tel vecteur est caractérisé

—
par AB -ii=0et AC -7 =0. Or,
—
{AB {(—1)><a+(—1)><b+0><c:0

31 31

=0
0 4xa+0xb+(=2)xc=0

&l



Pour déterminer une équation cartésienne de (ABC'), cherchons un
vecteur normal 7 (a;b;c) a ce plan. Un tel vecteur est caractérisé

— B
par AB -ii=0et AC -7 =0. Or,

() xa+(-1)xb+0xc=0
4xa+0xb+(=2)xc=0



Pour déterminer une équation cartésienne de (ABC'), cherchons un
vecteur normal 7 (a;b;c) a ce plan. Un tel vecteur est caractérisé

— B
par AB -ii=0et AC -7 =0. Or,

() xa+(-1)xb+0xc=0
4xa+0xb+(=2)xc=0

{—a—sz {b:—a
= <~
c=2a

Als|
ST
I

0
0

4a —2c¢ =10



Pour déterminer une équation cartésienne de (ABC'), cherchons un
vecteur normal 7 (a;b;c) a ce plan. Un tel vecteur est caractérisé

—
par AB -ii=0et AC -7 =0. Or,
{ {(—1)><a+(—1)><b+0><c:0

4xa+0xb+(=2)xc=0
Ici, il y a un choix a faire (ce qui est normal puisqu'il existe une

31 31
I

0
0

alsl

_a_bzo b:—a
<~ <~
4a —2c¢ =10 c=2a

infinité de vecteurs normaux).



Pour déterminer une équation cartésienne de (ABC'), cherchons un
vecteur normal 7 (a;b;c) a ce plan. Un tel vecteur est caractérisé

—
par AB -ii=0et AC -7 =0. Or,
{ {(—1)><a+(—1)><b+0><c:0

4xa+0xb+(=2)xc=0
—a — b = 0 b = —Q
= <~
c=0 c=2a
Ici, il y a un choix a faire (ce qui est normal puisqu'il existe une
infinité de vecteurs normaux). Prenons par exemple a = 1 et alors

algl
ﬁl 31
Il

0
0

4da — 2

b=—-1letec=2.



Pour déterminer une équation cartésienne de (ABC'), cherchons un
vecteur normal 7 (a;b;c) a ce plan. Un tel vecteur est caractérisé

—
par AB -ii=0et AC -7 =0. Or,
{ {(—1)><a+(—1)><b+0><c:0

4xa+0xb+(=2)xc=0
—a — b = 0 b = —Q
= <~
c=0 c=2a
Ici, il y a un choix a faire (ce qui est normal puisqu'il existe une
infinité de vecteurs normaux). Prenons par exemple a = 1 et alors
7(l;—1;2).

4a — 2
b= —1 et ¢ = 2. On obtient ainsi le vecteur normal 77 (

alsl
31
I

31
I
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0



Pour déterminer une équation cartésienne de (ABC'), cherchons un
vecteur normal 7 (a;b;c) a ce plan. Un tel vecteur est caractérisé

— B
par AB -ii=0et AC -7 =0. Or,

alsl
31
I

31
I

() xa+(-1)xb+0xc=0
4xa+0xb+(=2)xc=0

—a—b=0 b= —a
= <~
4a —2¢ =0 c=2a
Ici, il y a un choix a faire (ce qui est normal puisqu'il existe une
infinité de vecteurs normaux). Prenons par exemple a = 1 et alors
b= —1 et ¢ = 2. On obtient ainsi le vecteur normal 7 (1;—1;2).

(On aurait pu prendre n'importe quelle valeur pour a sauf 0 car un
vecteur normal est non nul).

0
0



Maintenant qu'on dispose d'un vecteur normal a (ABC'), on peut
déterminer une équation cartésienne de ce plan de deux facons.



Maintenant qu'on dispose d'un vecteur normal a (ABC'), on peut
déterminer une équation cartésienne de ce plan de deux facons.
1% méthode.



Maintenant qu'on dispose d'un vecteur normal a (ABC'), on peut
déterminer une équation cartésienne de ce plan de deux facons.
1% méthode. On reprend I'idée de la démonstration de la propriété

27.



Maintenant qu'on dispose d'un vecteur normal a (ABC'), on peut
déterminer une équation cartésienne de ce plan de deux facons.
1% méthode. On reprend I'idée de la démonstration de la propriété

27.

M (z;y;2) € (ABC)



Maintenant qu'on dispose d'un vecteur normal a (ABC'), on peut
déterminer une équation cartésienne de ce plan de deux facons.
1% méthode. On reprend I'idée de la démonstration de la propriété

27.

-
M (z;y;2) € (ABC) < AM -7i=0



Maintenant qu'on dispose d'un vecteur normal a (ABC'), on peut
déterminer une équation cartésienne de ce plan de deux facons.
1% méthode. On reprend I'idée de la démonstration de la propriété

27.

—
M (z;y;2) € (ABC) < AM -ii=0
S-0)x1+@y-1)x(-1)+(z—1)x2=(



Maintenant qu'on dispose d'un vecteur normal a (ABC'), on peut
déterminer une équation cartésienne de ce plan de deux facons.
1% méthode. On reprend I'idée de la démonstration de la propriété

27.

-
M (z;y;2) € (ABC) < AM -7i=0
S-0)x1+@y-1)x(-1)+(z—1)x2=(
Sr—-—y+1+22-2=0



Maintenant qu'on dispose d'un vecteur normal a (ABC'), on peut
déterminer une équation cartésienne de ce plan de deux facons.
1% méthode. On reprend I'idée de la démonstration de la propriété

27.

M(x;y;z)G(ABC)@m-ﬁ:O
SE-0)x1+y—1)x(-1)+(z—1)x2=(
Sr—-—y+1+22-2=0
Sr—-—y+22-1=0



Maintenant qu'on dispose d'un vecteur normal a (ABC'), on peut
déterminer une équation cartésienne de ce plan de deux facons.
1% méthode. On reprend I'idée de la démonstration de la propriété

27.

M(x;y;z)G(ABC)@m-ﬁ:O
SE-0)x1+y—1)x(-1)+(z—1)x2=(
Sr—-—y+1+22-2=0
Sr—-—y+22-1=0

Ainsi, une équation de (ABC) estz —y+22—1=0.



Maintenant qu'on dispose d'un vecteur normal a (ABC'), on peut
déterminer une équation cartésienne de ce plan de deux facons.
1% méthode. On reprend I'idée de la démonstration de la propriété

27.

M(x;y;z)G(ABC)@m-ﬁ:O
SE-0)x1+y—1)x(-1)+(z—1)x2=(
Sr—-—y+1+22-2=0
Sr—-—y+22-1=0

Ainsi, une équation de (ABC) estz —y+22—1=0.
2nde méthode.



Maintenant qu'on dispose d'un vecteur normal a (ABC'), on peut
déterminer une équation cartésienne de ce plan de deux facons.
1% méthode. On reprend I'idée de la démonstration de la propriété
27.

M(m;y;z)G(ABC)@m-ﬁ:O
SE—-0)x14+y—-1)x(-1)+(z—1)x2=(
Sr—-—y+1+22-2=0
Sr—-—y+22-1=0

Ainsi, une équation de (ABC) estz —y+22—1=0.

2nde méthode. Par la propriété 27, on sait que (ABC) a une
équation cartésienne de la forme z —y + 2z +d = 0.



Maintenant qu'on dispose d'un vecteur normal a (ABC'), on peut
déterminer une équation cartésienne de ce plan de deux facons.
1% méthode. On reprend I'idée de la démonstration de la propriété
27.

M(m;y;z)G(ABC)@m-ﬁ:O
SE—-0)x14+y—-1)x(-1)+(z—1)x2=(
Sr—-—y+1+22-2=0
Sr—-—y+22-1=0

Ainsi, une équation de (ABC) estz —y+22—1=0.

2nde méthode. Par la propriété 27, on sait que (ABC) a une
équation cartésienne de la forme z — y + 22 + d = 0. Reste a
déterminer d



Maintenant qu'on dispose d'un vecteur normal a (ABC'), on peut
déterminer une équation cartésienne de ce plan de deux facons.
1% méthode. On reprend I'idée de la démonstration de la propriété
27.

M(m;y;z)G(ABC)@m-ﬁ:O
SE—-0)x14+y—-1)x(-1)+(z—1)x2=(
Sr—-—y+1+22-2=0
Sr—-—y+22-1=0

Ainsi, une équation de (ABC) estz —y+22—1=0.

2nde méthode. Par la propriété 27, on sait que (ABC) a une
équation cartésienne de la forme z — y + 22 + d = 0. Reste a
déterminer d et, pour cela, on utilise un des points du plan,



Maintenant qu'on dispose d'un vecteur normal a (ABC'), on peut
déterminer une équation cartésienne de ce plan de deux facons.
1% méthode. On reprend I'idée de la démonstration de la propriété
27.

M(m;y;z)G(ABC)@m-ﬁ:O
SE—-0)x14+y—-1)x(-1)+(z—1)x2=(
Sr—-—y+1+22-2=0
Sr—-—y+22-1=0

Ainsi, une équation de (ABC) estz —y+22—1=0.

2nde méthode. Par la propriété 27, on sait que (ABC) a une
équation cartésienne de la forme z — y + 22 + d = 0. Reste a
déterminer d et, pour cela, on utilise un des points du plan, par
exemple A.



Maintenant qu'on dispose d'un vecteur normal a (ABC'), on peut
déterminer une équation cartésienne de ce plan de deux facons.
1% méthode. On reprend I'idée de la démonstration de la propriété
27.

M(m;y;z)G(ABC)@m-ﬁ:O
SE—-0)x14+y—-1)x(-1)+(z—1)x2=(
Sr—-—y+1+22-2=0
Sr—-—y+22-1=0

Ainsi, une équation de (ABC) estz —y+22—1=0.

2nde méthode. Par la propriété 27, on sait que (ABC) a une
équation cartésienne de la forme z — y + 22 + d = 0. Reste a
déterminer d et, pour cela, on utilise un des points du plan, par
exemple A. Ainsi, x4 —ya +2z4+d =0



Maintenant qu'on dispose d'un vecteur normal a (ABC'), on peut
déterminer une équation cartésienne de ce plan de deux facons.
1% méthode. On reprend I'idée de la démonstration de la propriété
27.

M(m;y;z)G(ABC)@m-ﬁ:O
SE—-0)x14+y—-1)x(-1)+(z—1)x2=(
Sr—-—y+1+22-2=0
Sr—-—y+22-1=0

Ainsi, une équation de (ABC) estz —y+22—1=0.

2nde méthode. Par la propriété 27, on sait que (ABC) a une
équation cartésienne de la forme z — y + 22 + d = 0. Reste a
déterminer d et, pour cela, on utilise un des points du plan, par
exemple A. Ainsi, x4 — ya + 224 +d = 0 donc
d=—zA+yas— 224



Maintenant qu'on dispose d'un vecteur normal a (ABC'), on peut
déterminer une équation cartésienne de ce plan de deux facons.
1% méthode. On reprend I'idée de la démonstration de la propriété
27.

M(m;y;z)G(ABC)@m-ﬁ:O
SE—-0)x14+y—-1)x(-1)+(z—1)x2=(
Sr—-—y+1+22-2=0
Sr—-—y+22-1=0

Ainsi, une équation de (ABC) estz —y+22—1=0.

2nde méthode. Par la propriété 27, on sait que (ABC) a une
équation cartésienne de la forme z — y + 22 + d = 0. Reste a
déterminer d et, pour cela, on utilise un des points du plan, par
exemple A. Ainsi, x4 — ya + 224 +d = 0 donc
d=—2p+ysa—224=-0+1-2x1



Maintenant qu'on dispose d'un vecteur normal a (ABC'), on peut
déterminer une équation cartésienne de ce plan de deux facons.
1% méthode. On reprend I'idée de la démonstration de la propriété
27.

M(m;y;z)G(ABC)@m-ﬁ:O
SE—-0)x14+y—-1)x(-1)+(z—1)x2=(
Sr—-—y+1+22-2=0
Sr—-—y+22-1=0

Ainsi, une équation de (ABC) estz —y+22—1=0.

2nde méthode. Par la propriété 27, on sait que (ABC) a une
équation cartésienne de la forme z — y + 22 + d = 0. Reste a
déterminer d et, pour cela, on utilise un des points du plan, par
exemple A. Ainsi, x4 — ya + 224 +d = 0 donc
d=—2zp+yasa—224=-0+1-2x1=-1.



Maintenant qu'on dispose d'un vecteur normal a (ABC'), on peut
déterminer une équation cartésienne de ce plan de deux facons.
1% méthode. On reprend I'idée de la démonstration de la propriété
27.

M(m;y;z)G(ABC)@m-ﬁ:O
SE—-0)x14+y—-1)x(-1)+(z—1)x2=(
Sr—-—y+1+22-2=0
Sr—-—y+22-1=0

Ainsi, une équation de (ABC) estz —y+22—1=0.

2nde méthode. Par la propriété 27, on sait que (ABC) a une
équation cartésienne de la forme z — y + 22 + d = 0. Reste a
déterminer d et, pour cela, on utilise un des points du plan, par
exemple A. Ainsi, x4 — ya + 224 +d = 0 donc
d=—zp4+ya—224=—-0+1—-2x1= —1. Une équation
cartésienne de (ABC) est donc x —y + 2z — 1 = 0.



Dans l'espace, y = 2x + 1 est I'équation cartésienne d'un plan
car cette équation équivaut a 2z — y + 0z + 1 = 0 qui est bien
de la forme précédente aveca =2, b=—1,c=0et d = 1.



