Cours de la séance du mercredi 19 mai 2020

II. — Orthogonalité dans ’espace

1) Orthogonalité de vecteurs et de droites

Définition 10
' On dit que deux vecteurs @ et ¢ de I'espace sont orthogonaux si u - v = 0.

Exemple 11. — On considégun cube ABCDFEFGH et on note [ le centre du carré BCGF.

—
Démontrer que les vecteurs AI et BH sont orthogonaux.
H (7

1¢ méthode (sans coordonnées)
) — =
On va montrer que AI - BH = 0. Pour cela, on décompose Al et BH selon les vecteurs

portés par les arétes du cube, par exemple AB , AD et AE

— — — 1 y 1= y 11— 1
AT = 4B+ BT = AB +BG = 4B +2(BC’+BF):AB +SAD +AE

et

BH =BA +AD +DH = —AB + AD + AE

donc

> y l— 1-— > > >
AT -BH = (AB + JAD + JAF ) - (-AB +AD +AF )
1 1
= —ABQ+O+0+O+§AD2+O+O+O+§AE2
=—AB* + Lap + Laip
2 2
=0
— =
donc les vecteurs Al et BH sont orthogonaux.

2¢me méthode (avec coordonnées)

On prend comme unité le c6té du cube et on munit ’espace du repeére orthonormé (A ; AB/, AD/, AE/> :
— e
Alors, Al (1 : % ; %) et BH (—1;1;1) donc
1 1
Al -BH :1><(—1)+§><1—|—§><1:—1+1:0

—
donc les vecteurs AI et BH sont orthogonaux.



Soit A et A’ deux droites de I'espace de vecteurs directeurs respectifs v et . Alors, A et
A’ sont orthogonales si et seulement si ¢ et ¥ sont orthogonaux.

Démonstration. Considérons un point A sur A et le point B tel ue AB = ¢. Notons, de plus,
A" la parallele & A’ passant par A et C le point de A” tel que AC = .

\
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"
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Alors, par définition, A est orthogonale a a A Sl et Seulement si A est perpendlculalre a A" ce
qui équivaut a dire que BAC = 90°. Or, 70 = AB AC = AB x AC x COS(BAC) donc comme

AB#0et AC#£0, 7-v = 0 si et seulement si cos(BAC) = 0 ce qui équivaut a BAC = 90°.
Ainsi, A et A’ sont orthogonales si et seulement si ¢ et ¥ sont orthogonaux. O

Une droite est orthogonale a toute droite d’'un plan si et seulement si elle est orthogonale a
deux droites sécantes de ce plan.

Démonstration. Clairement, si une droite est orthogonale a toute droite d’'un plan alors elle est
orthogonale a deux droites sécantes de ce plan.

Réciproquement, soit un plan P, A et A’ deux droites sécantes de P et D une droite de
I’espace orthogonale & A et & A’. Notons @ et v/ des vecteurs directeurs respectifs de A et A/
et 7 un vecteur directeur de D. Comme A et A’ sont sécantes, les vecteurs @ et ¢/ sont non
colinéaires et ils forment donc une base du plan P. Soit A” une droite du plan P et v/ un
vecteur directeur de A”. Alors, il existe des réels a et b tels que v" = a@ + b’ donc

Vi = (aT 4+ bv') - 7t = a(T- @) + b(v' - /) =0

car 7t est orthogonal & ¥ et & v/. Ainsi, D est orthogonale & A”. O



2) Vecteur normal a un plan

Définition 14

Soit P un plan de I'espace. On dit qu’un vecteur non nul 77 est
un vecteur normal a P si 7 est orthogonal a tout vecteur de P.

Remarque 15. — Dire qu'un vecteur 77 est un vecteur normal a un
plan P revient a dire que 7 est un vecteur directeur d’'une droite
orthogonale a P.

Soit P un plan de I'espace. Un vecteur non nul 77 est normal a P si et seulement s’il est
orthogonal a deux vecteurs non colinéaires de P.

Démonstration. C’est exactement ce qu’on a démontré dans la propriété 13. O
H
E

Exemple 17. ;On considere un cube ABCDEFGH. Montrer
que le vecteur AG est normal au plan (BDE).

On prend le ¢6té du cube comme unité et on munit l’espace du repere orthonormé (A ; AB/, AD/, AE/> .

— — —
Alors, AG (1;1;1), BD (—1;1;0) et DE (0;—1;1) donc
— =
AG -BD =1x(-1)4+1x141x0=-141=0
ot — —

AG -DE =1x0+41x(-1)+1x1=-1+1=0.

oy —
Ainsi, AG est orthogonal a deux vecteurs non colinéaires du plan (BDE) donc AG  est normal
(BDE).

Soit P un plan et A une droite de ’espace. On suppose que 7
est un vecteur normal & P et que v est un vecteur directeur de

A. Alors,

1. A est parallele a P si et seulement si ¢ est orthogonal a

—

n;

2. A est orthogonale a P si et seulement si ¢ est colinéaire
a .

Démonstration.

1. La droite A est parallele a P si et seulement s’il existe une droite A’ incluse dans P et
parallele a A. Ceci équivaut a dire que ¥’ est un vecteur du plan P ce qui équivaut a dire
que v est orthogonal a 7.



2. Considérons deux vecteurs @ et v/ orthogonaux de P. Alors, U et v ne sont pas colinéaires
donc ils forment une base de P.
Si v est colinéaire a 77 alors il existe un réel k tel que v = kn donc, comme 77 est orthogonal
Adetu, 0 -0=(kil) @ =k(f-@) =0et ¥ o= (kil) o = k(i - o) = 0. Ainsi, 7
est orthogonal a deux vecteurs non colinéaires de P donc ¢ est normal P et ainsi A est
orthogonal a P.
Réciproquement, supposons A est orthogonale a P. Comme les vecteurs , u' et i sont
non coplanaires, il existe des réels a, b et ¢ tels que v = au + b/ + cii. Comme 7 et @
sont orthogonaux a u et u' et comme @ et u' sont orthogonaux, on en déduit que

0=0-4=(all+bu' +cit) - @ = a(@ - @) + b - @) + c(ii - @) = a ||

et

—

0="7-u = (a4 bu/ + cit) - u' = a(@- o)+ b(u - ') + (7 - u

Comme

colinéaire a 7.

Soit P et P’ deux plans de 'espace de vecteurs normaux res-
pectifs 7 et 77’. Alors, P et P’ sont paralléles si et seulement si
7l et 7’ sont colinéaires.

Démonstration. Soit (i@, V) une base de P et («,v") une base de P’

Supposons que it et n’ sont colinéaires. Alors, il existe un réel k # 0 tel que 17 = kn'. Les
vecteurs n’ u' et v’ sont non coplanaires donc il existe des réels a, b et ¢ tels que @ = au’ +bv' +cn.
Des lors,

—

0=1-7=(au + b0 +cn) - (kn') = (aud + b’ + en?) - (kn')
= (ak)(u - 1) + (bk)(v' - ) + (ck)(n - 1)

e x kx|

Comme k x ||n/||* # 0, on conclut que ¢ = 0 donc @ = au’ + bv/.

On montre de méme qu’il existe des réels c et d tels que v = cu' + dv'. Ainsi @ et ¥ sont
coplanaires avec o/ et v/ donc P est parallele & P’

Réciproquement, supposons que P est parallele a P’. Considérons une droite A de vecteur
directeur 7. Alors, comme P est paralléle & P/, il existe des réels a, b et ¢ et d tels que @ = au’+bv’
et ¥ = cu’ + dv'. Comme n’ est normal & P’, on a

—

@-n' = (at +b0') -0’ = a(u - 0') + b0 -n') =0

et

Q

Gon' = (cu/ +dv') -n' = c(u-n') +d(v - n') =0

donc n’ est normal & P. Comme A est orthogonale a P, on déduit de la propriété précédente
que 77 et n’/ sont colinéaires. O



Définition 20

Soit P et P’ deux plans de 'espace de vecteurs normaux res-
pectifs 7 et 7’. On dit que P et P’ sont perpendiculaires si 7
et 71’ sont orthogonaux. On note alors P L P’.

Soit A un point et P un plan de I'espace. Il existe une droite
et une seule passant par A et orthogonale a P. Cette droite

coupe le plan P en un point H appelé le projeté orthogonal de
A sur P.

Démonstration. Soit A une droite orthogonale au plan P et D la parallele a A passant par A.
Alors, A est bien une droite passant par A et orthogonal a P.
De plus, si D’ est une autre droite passant par A est orthogonal & P alors D et D’ sont

paralleles (car leurs vecteurs directeurs sont colinéaires) et passent toutes les deux par A donc
D=7DD. O

Remarque 22. — Si A € P alors H = A i.e. A est son propre projeté orthogonal sur P.

Soit A, B, C' et D quatre points non coplanaires de I’espace. On
note D’ le projeté orthogonal de D sur le plan (ABC). Alors,

AB .CD = AB -CD".

Démonstration. Gréace a la relation de Chasles,

AB -CD =AB -(CD" +D'D)=AB -CD" + AB -D'D = AB -CD"

— —
car DD" est normal au plan (ABC) donc orthogonal au vecteur AB . O

Remarque 24. — L’intérét de la proposition précédente réside dans le fait que D’ appartient au
plan (ABC) donc les points A, B, C' et D" sont coplanaires.



