Corrigés des exercices donnés pour le mardi 28 avril 2020

Exercice 1.
1. 1, :/ tIn(t) dt.
1

On pose u : t — In(t) et v’ : t — ¢ de telle sorte que v’ : t — 1 et v/ : ¢ — % Ainsi, u et
v sont deux fonctions dérivables & dérivées continues sur [1;e]. On en déduit que
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donc | I; = 1

2. I, = /Etsin(t) dt.
Jo
On pose u : t +— t et v’ : t — sin(¢) de telle sorte que u' : ¢ +— 1 et v : t — —cos(t). Ainsi,
u et v sont deux fonctions dérivables a dérivées continues sur [O; g] On en déduit que

jus

I = [t x (= cos(t))]§ — /0 1 x (= cos(t)) dt

done
3. I / t%e' dt.
On pose u : t +— t2 et v’ : t = e' de telle sorte que u' : t — 2t et v : t > e’. Ainsi, u et v
sont deux fonctions dérivables a dérivées continues sur [0; 1]. On en déduit que

I3 = t2><e /2t><edt—e—2/tedt

On calcule cette derniere mtegrale par une nouvelle intégration par parties. On pose
u:t—tetv :t— el de telle sorte que v’ : t — 1 et v:t el Ainsi, u et v sont deux
fonctions dérivables a dérivées continues sur [0;1]. On en déduit que
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4. I, = /1 In(t) dt. On écrit Iy = /1 In(t) x 1dt et on pose u : t — In(t) et v/ : t — 1 de

telle sorte que v’ : ¢ — % et v :t+— t. Ainsi, u et v sont deux fonctions dérivables a
dérivées continues sur [1;2]. On en déduit que
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donc [ Iy =2In(2) — 1|




5. I = /Ow(t ~ 1)sin(t) dt.

On pose ' : ¢t + sin(t) et v : t — t — 1 de telle sorte que u : t — —cos(t) et v : ¢t +— 1.
Ainsi, u et v sont deux fonctions dérivables a dérivées continues sur [0;7]. On en déduit
que

Is = [~ cos(t) x (t — ] — /O” — cos(t) x 1dt

= —cos(m) x (m—1) — (—cos(0) x (0—1)) + /07r cos(t) dt

=7 —1—1+[sin(t)]y
=7 — 2+ sin (m) — sin(0)

done [E=r-2]
6. Is = / 2020 In(¢) dt.
1

On pose u : t — In(t) et v/ : t — t2°2° de telle sorte que v/ : t — 1 et v : t — %. Ainsi,

u et v sont deux fonctions dérivables & dérivées continues sur [1;e]. On en déduit que
IG = [ln(t)
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7. I = /1 " sin(In(t)) dt.

e

Ecrivons Ir sous la forme I; = / sin(In(t)) x 1dt et posons u : t — sin(In(t)) et
1
v' i ¢t — 1 de telle sorte que u' : ¢ — cos(In(t)) et v : ¢ — . Ainsi, u et v sont deux
fonctions dérivables a dérivées continues sur [1;e™]. On en déduit que
7r " 1
Iy = [sin(In()) x " — / J cos(in(t)) x tat

1

= sin(In(e™)) x €™ —sin(In(1)) x 1 — /1677 cos(In(t)) dt

™

=sin(m) x €™ —sin(0) x 1 — /1e cos(In(t)) dt

=— /167r cos(In(t)) dt

Procédons a une seconde intégrations par parties pour calculer cette nouvelle intégrale.
Posons u : t — cos(In(t)) et v’ : £ — 1 de telle sorte que v’ : t — —Fsin(In(t)) et v : t — ¢.
Ainsi, u et v sont deux fonctions dérivables a dérivées continues sur [1;e"]. On en déduit



que
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= cos(In(e™)) x e™ — cos(In(1)) x 1 + /:W sin(In(t)) d

= cos(m)e™ — cos(0) + I
= —e” -1 + ]7

T+ 1
Ainsi, I; = —(—€™ — 1+ I7) donc 2I; = €™ + 1 et on conclut que | I; = i )

1 2
8. I :/ et dt.
0

. 11
Ecrivons Ig sous la forme Iz = / §t2 x 2te™ dt et posons u : t — %tQ et v 1t e
0

de telle sorte que u/ : t — t et v : t — —e . Ainsi, u et v sont deux fonctions dérivables
a dérivées continues sur [0;1]. On en déduit que
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et ainsi |[g = = —e |
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Exercice 2. 1. a. ug+ wy :/ dz + © dz = te dx:/ 1dx
0o 14+e® 0o 14+e® 0o 14e® 0
done i T =1]
b. On a
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——m+e)] = —m+e) = (-2

c’est-a-dire |u; = In2 —In (1 +e71)|.

Comme ug = 1 — uy, on en déduit que [ug =1—In2+1In(1+e1)|

—nx

2. Pour tout entier naturel n et tout z € [0; 1],

20

e > 0 donc, par positivité de 'intégrale,
o



3. a. Soit n € N*. Alors,
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donc |upt1 + u, =

n

b. Soit n € N*. Alors, d’apres la question 2, u,,; > 0 donc, étant donné que d’apres la

1—e™ 1—e™
— Up41, ON peut conclure que |u,, < )
n n

question a, u,, =

1—e™

. Or,

4. On déduit des questions précédentes que, pour tout n € N*, 0 < u,, <
n
= 0 et, par somme,

lim(—n) = —oco et lim e® = 0 donc, par composition, lime™"
T—r—00
—n

= (. Le théoréme d’encadrement

lim(1—e™") = 1. Par quotient, il s’ensuit que lim

permet alors de conclure que .



