Corrigés des exercices donnés pour le mardi 21 avril 2020

Exercice 53 p. 179

1. Considérons la fonction F' : x / In(#* + 1) dt définie sur R. Alors, pour tout réel z,
0
G(z) = F(3z) (autrement dit, a = 3 et b = 0).

2. a. Ainsi, G est de la forme = +— u(ax + b) avec u = F', a = 3 et b = 0. Par théoréme, la
fonction F' est une primitive de f : x + In(2? 4+ 1) sur R donc elle est dérivable sur R
et, pour tout réel z, F'(x) = In(2? + 1). On en déduit que G est dérivable sur R et
que, pour tout réel z, G'(x) = 3F'(3z) = 3In(z* + 1).

b. Pour tout réel z, 241 > 0 donc, par croissance de la fonction In, In(z?+1) > In(1) = 0.
Ainsi, pour tout réel z, G’(x) > 0 donc G est croissante sur R.

Exercice 92 p. 182

1. On reconnait presque une forme <. Il manque seulement un 2 qu’on rajoute donc, en le

compensant par un % :

_1r 207 dr = 1 [ln’l + e*® }1 _ 1 (ln(l +e*) —In(1+ e0)> _ 1 <1n(1 +e?) — ln(2)>
2Jo 14e% 2 0o 2 2
——
forme 4
1 1+ e?
i.e. finalement | [ = 2ln( 26 ) .

Par ailleurs, par linéarité de 'intégrale,

1 g2 IR | 1 g2 1 | 1
I+] = d / dz = dz = d :/ 1d
+ 0 14 e2® T 0 1+e2e . 0 1—|—62$+1+e2$ v 0 14 e2® v 0 v

donc|/+J=1x(1-0)=1|

1 1 2
2. Comme J =1+ J — I, on conclut que J:1—2ln< 26 )

Exercice 93 p. 182

1. On reconnait presque une forme “-. Il manque seulement un 2 qu’on rajoute donc, en le

compensant par un 5 :

2 cos

1 z 1 (T ‘
=3 1+28m j = 5 1+ 2sin(s )|]0—2(1n(1+281n(2)> 1n(1+2sm(0))>

/
forme %
u

(In(3) — In(1))

l\D\H

1
i.e. finalement | I = 5111(3) .




2. Par linéarité de l’intégrale

cos
[+J= /
+ 1+ 2sin(z) + 2 s1n

Or, grace aux formules de duplication, pour tout réel z, sin(2z) = 2sin(x) cos(z) donc,
en factorisant par cos(z), cos(x) + sin(2z) = cos(x) [1 + 2sin(x)]. Des lors,

T4+ / cos(@) [1 + 2sin()] 4 / ? cos(z) dz = [sin(2)]F = sin (g) _ in(0)

1 + 2sin(x)
done [[77=1]

1
3. Comme J =1+ J — I, on conclut que | J = 1—§1n(3).

/5 sin(2x) do — /5 cos(z) + sin(2z) e
0 0

1 + 2sin(z) 1 + 25sin(x)

Exercice 94 p. 182

1. a. Soit z € [0;1]. Alors, x < 1 donc, en multipliant par z > 0, on obtient 2% < z. Dés
lors, —22 > —x et donc, par croissance de la fonction exponentielle sur R, e > e®

b. Soit z € [0;1]. Comme la fonction exponentielle est a valeurs positives, on en
déduit que 0 < e*x < e En multipliant par x > 0, on aboutit a ’encadrement :
0<ze™ < ze ™.

1 1
2. Par positivité et croissance de I'intégrale, on en déduit que 0 < / re “dr < / ze ™ dz.
0 0
Or,

1 g2 o 1 /! g2 . 1 g2 1_ 1 _1 0 _1—6_1
/Oxe dx——§/0(—2:1:)e dx——i[e }0——§<e —e)— 5

forme u/e%

1
On conclut donc que |0 < / re Tdx <
0

Exercice 98 p. 182

1. Soit un réel ¢ > 1. Alors, par croissance de la fonction carré sur [0;+oo[, t* > 12 =1
donc > < ? +1 < + ) Par croissance de la fonction racine carrée sur [O +00,

on a en déduit que V2 < < Vi < V2t2. Or, comme t > 0, V2 =t et V212 = = /2

done [t < V2 + 1< tV2|. (On se demande bien pourquoi I’énoncé a conserver le V2 a
gauche dans l'inégalité!)

2. Par décroissance de la fonction inverse sur |0 ; +oo[, on en déduit que % <7< % et
donc, par croissance de l'intégrale (puisque x < 2z car x > 0),

2z ] d 2x 1 d 2:B1d
— tg/ té/ —dt
/:n /2 : VE2F+1 s

/ "t = (o) = In(2r) ~In(x) = In (293) (@)

T

Or,

et , comme % est une constante,

/Mldt_l 2x1dt—iln(2)
: W2 V2t V2

2x

donc on a abouti a dt < In(2) |

V2 +1




Exercice 101 p. 183

1. Le discriminant du trindme 1 +x + 22 est A =12 —4 x 1 x 1 = —3 < 0 donc ce trindme
ne s’annule pas sur R. Ainsi, pour tout n € N, la fonction rationnelle f, est définie et
continue sur R. Des lors, la suite (I,,) est bien définie.

2. Soit n € N. Alors, par linéarité de I'intégrale,

n+1 n 1

:L.n+1 — 1 l’n(l’ - 1)

1 T
I, —In:/ - do= [ X "7 qe= [ T g
1 0o l+x+22 1+z+ 22 * o 1+x+ a2 * 0 1+ x4+ a2 .

Xz

Or, pour tout z € [0;1], 2" >0, 1+a+2* >0 (car A>0eta=1>0)etz—1<0

31”1(32;12) < 0. Or, I'intégrale d’une fonction négative sur [0; 1] est négative (car 0 < 1)

donc I, — I, < 0. Ainsi, | (/,,) est décroissante|.

donc

3. Méthode. Pour encadrer I,,, on va encadrer f, sur [0;1]. Il faut cependant « bien »
s’y prendre. Pour cela, remarquons que 1’encadrement de [,, dépend de n donc on n’a
pas intérét a faire disparaitre les n de I'encadrement de f,,. Ainsi, encadrer = par 0 et
1 puis encadrer z” par 0 et 1 serait une mauvaise idée. On va donc plutot encadrer le
dénominateur.

Soitn € Net z € [0;1]. Alors, 0 < x <let 0 <22 <1doncl < 1+z+2*< 3. Dés lors,

par décroissance de la fonction inverse sur |0; +o0[, < ﬁ < % = 1. En multipliant

1
3
par 2" > 0, on en déduit que % < folz) < 2™

1

1 a’:n
Des lors, par croissance de 'intégrale, / 3 de < I, < / " dx.
0 0

1 l.n—f—l 1 1n+1 On+1 1
Or, / 2 dr = = - = et, comme % est une constante, par
0 n+ll, n+l n+1l n+l
R L Lt 1
linéarité, / —dx = 7/ "dr = ——.
o 3 3Jo 3(n+1)
1 1

On conclut donc que

s S s —|
3(n+1) n+1

4. C lm —— =
omme nﬁlriloo 3(7}, + 1) nﬁlr+noo n+1

que | lim [, =0]

n—-+00

= 0, on conclut, grace au théoreme d’encadrement,




