Corrigé du TD de de la semaine du 16 mars

. La fonction g est dérivable sur [0;+4o0o[ comme somme, composée et produit de
fonctions dérivables et, pour tout x > 0,

1
Jx)=1xIn(z+1)+ (z+1) x 1—2:1n(m—|—1)+1—2:1n(:€+1)—1.

x +
Ainsi, pour tout x > 0,
Jx)z0ehiz+1)—1>20chz+1l)>1ler+lzesr>e—1
donc ¢'(z) 2 0six € [e — 1;+o0[et ¢'(x) < 0siz € [0;e— 1]. De plus, ¢’ ne s’annule
qu'en e — 1.

On conclut donc que g est strictement décroissante sur [0;e — 1] et strictement
croissante sur [e — 1;+o00].

. Remarquons que, pour tout = > 0,
g(x) =z(In(x+ 1) — 2) + In(z + 1).

Comme lim z+1=4ocoet lim In(X) = 400, par composition, lim In(z+1)=
T——+00 X =400 T—+00

+o0 et, par somme, lim In(zx+ 1) —2 = +o0.
T—+00

Des lors, par produit, 1_1£1 z(In(z + 1) — 2) = 400 et, par somme, limg =400/

. Remarquons que ¢(0) = 0 donc, pour tout = € ]0;e — 1], g(0) < 0 donc il n’existe
pas de réel z € ]0;e — 1] tel que g(z) = 0.

Sur [e — 1;+00], g est dérivable donc continue et strictement croissante. De plus,
gle—1)=—e<0et lJirmg = +4oodonc0 € |g(e — 1) ;lJirmg . On conclut donc, d’apres
le corollaire du théoreme des valeurs intermédiaires, qu’il existe un unique réel «
appartenant a |0;+oo] tel que g(a) = 0.

Etant donné que ¢(3,9) ~ —0,01 < 0 et que ¢(3,95) ~ 0,01 > 0 donc la valeur arrondie
de o a 0,1 pres est .

. On a vu que g(z) < 0 pour tout z € ]0;e —1]. De plus, sur [e — 1;+o0[, g est
strictement croissante et g(a) = 0 donc g(z) < 0sixz € [e—1;af et g(x) > 0 si
x € [a;+o0].

Finalement, on conclut que|g(z) < 0si z € ]0;a], g(a) =0 et g(z) > 0si z € |a;+o0]|.

. La fonction f est dérivable sur ]0;+oo[ comme quotient et composée de fonctions
dérivables et, pour tout z > 0,

" z—il\/}—ln(x—l—l)ﬁ

['(z) NG
Vo x2y/r—In(z+1) x (z+1)
B 21 x (v +1) x x
C2r—(z+1)In(z+1)

20(x + 1)/




i.e.

Ve>0  fl(z)= —m :

. Pour tout = > 0, 2z(x + 1)\/z > 0 donc le signe de f'(z) est le signe de —g(z). On
déduit donc de la question 1.d. que f'(z) > 0siz € |0;a] et f/(z) < Osiz € [a;+o0].
Par suite, | f est croissante sur ]0; ] et décroissante sur [a; +00]|.

. Pour tout x > 0,

f(x):\/lixln(a:—i-l):fxln(m—l—l):\/}x -

Or, d’'une part, comme la racine carrée est continue en 0, lim Vx = 0 et, d’autre part,

par théoréme, lir% ln(iﬂ 1 donc, par produit,

. Pour tout « > 0,

f(x):\}gln(x <1+1>) :{Eln@)—'—\jfln(i—'—l)

In(x + 1)

JT

+
= zln(‘/@ In(vz) + L (; + 1)
(

_ on/a |, 1 1
donc, | pour tout = >0, f(z) = 2752 + =In (1 + _,E)
D’une part, lim +/x = +o0 et, par théoréme, lim 1ng(x) = 0 donc, par composition,
T—+00 X—+o0
: In(vz) _
AP vE =0

D’autre part, l_1>m 7 = 0 et, comme In est continue en 1, lim , In (1 + %) =0

donc, par produit, thoo NG In (1 + E) =0. o
Par somme, on conclut que lig{l} f=0|
. Par définition, g(a) = 0 donc (a+ 1) In(a+1) —2a =0 ie. In(a+1) = . Deés lors,
f(a) = n(@+1) 2  2Ja’
Va (@+1)va  (a+1)ya
ie.| fla) =24

On déduit des questions précédentes le tableau de variation suivant :

x 0 o +00
Signe de f'(x) + 0 —
2V

Variations de a+1




3. a. Considérons la proposition P(n) : « 0,5 < t,41 < u, < 1 » pour tout n € N.
On a uy =1 et u; =In(2) ~ 0,69 donc P(0) est vraie.
Supposons que P(k) est vraie pour un certain k € N.
Alors, 0,5 < tpy1 < up, < 1. Or, f est croissante sur [0;a] et v =~ 3,9 > 1 donc f est
croissante sur [0,5; 1] et ainsi f(0,5) < f(ux) < f(urs1) < f(1). Or, f(0,5) = 0,57 >
0,5, flur) = ugs1, f(ugs1) = urs2 et f(1) = In(2) = 0,69 < 1 et on en déduit que
0,50 < up < ugprr < 1ie Plk+ 1) est vraie.

Ainsi, on a montré par récurrence que, ‘pour tout n € N, 0,6 < upyy <up, <14

b. D’apres la question précédente, (u,,) est décroissante et minorée par 0,5 donc, d’apres

le théoréme des suites monotones, | (u,) converge vers un réel £ > 0,5|.

c. Comme liIP u, = ¢ € ]0;400[ et comme f est continue (car dérivable) sur
n—-+0oo

]0; 00|, par propriété, 1_1)15{1 f(un) = f(€). Or, pour tout n € N, f(u,) = u,+1 donc
lim f(u,) = 1_131 Up+1 = £. Ainsi, par unicité de la limite de (f(u,)), f(¢) = £. Or,

n——+oo

f(0,5) ~ 0,57 donc f(0,5) # 0,5. Ainsi, |£ # 0,5].



