Corrigé du TD « Fonctions trigonométriques »

Exercice 2

1. a. Soit x € R. Alors, en utilisant la 2wr—périodicité de la fonction cos,
3
f(x +2m) = [cos(z + 27)]° — 3 cos(2(x + 2m))
3
= [cos(x)])® — 3 cos(2z + 2 x 2m)

= cos®(z) — 3 cos(2z)

= f(x)

donc ‘ f est 2r—périodique ‘

b. Soit x € R. En utilisant la parité de la fonction cos,

f(=2) = [eos(~a)]" ~ 2 cos(2(~))

= [cos(:z:)]3 — 2(:08(—22:)

= cos’(z) — 3 cos(2x)
= f(x)

done [ e i)

c. Par 2r—périodicité, on peut n’étudier f que sur un intervalle de longueur 27, par
exemple [—7;m|. Par parité, on peut restreindre I’étude & [0;7] et compléter par
symétrie. Plus précisément, comme f est paire, la courbe de f est symétrique par
rapport a 'axe des ordonnées et comme f est 2r—périodique, la courbe de f est
constitué d’un motif de longueur 27 qui se répéte par translation de vecteur 27t (ou
i est le vecteur unitaire dirigeant axe des abscisses).

2. a. Comme la fonction cosinus est dérivable sur R, x + cos®(z) et x > cos(2x) sont
dérivable sur I donc f est dérivable sur [ et, pour tout x € I,

f'(x) =3 x (—sin(z)) x cos?(x) — : X 2(—sin(2z))
= —3sin(z) cos?(x) + isin(2x).
Or, pour tout = € R, sin(2z) = 2sin(x) cos(z) donc, pour tout = € I,
f'(z) = —3sin(x) cos?(z) + 2sin(x) cos(x)

et donc, en factorisant par 3sin(x) cos(x), il vient, pour tout = € I,

f'(z) = 3cos(z) sin(z) (; — cos(x)) :

b. Sur lintervalle I, la fonction sinus est toujours positive et la fonction cosinus est
positive sur [O; g] puis négative sur {g ;7?}.

Etudions le signe de 1 — cos(z). Pour tout z € I,

1

3~ cos(z) = 0 < — > cos(x)

N[ —



Ainsi, pour tout x € I, % — cos(z) = 0 si et seulement si z € {% ;7'('}.
On en déduit le tableau de signes suivant :

- o F 3 o
signe de sin(x) + + +
signe de cos(x) + + _
signe de 5 — cos() - + +
signe de f'(x) — + _
Ainsi, | f'(x) < O0siz € [O;ﬂ U {g;ﬂ'} et f'(x) >0sixe %,g
c. On en déduit le tableau de variation suivant :
x 0 g g T
5 3
8 8
Variations
de f
2 _u
16 8

3. Soit a € I et T, la tangente a Cy au point d’abscisse a. Comme f est dérivable en a, le

coefficient directeur de T, est f’(a). La question revient donc & savoir s’il existe a € [
tel que f'(a) = —1.
Or, la fonction [’ : z — 3sin(z)cos(z) (% - cos(x)) est continue sur [ par produit
de fonctions continues sur I. De plus, f'(3) = 0 et f/(3) = —% ~ —1,3 et ainsi
-1le€ [ FE) (g)} D’apres le théoreme des valeurs intermédiaires, on en déduit qu’il
existe (au moins) un réel a € {g ; %’r} tel que f'(a) = —1. Comme [g ; 2{} C I, on en
déduit qu’il existe a € I tel que f'(a) = —1.



On conclut qu’il existe un réel a € I tel que la tangente a C; au point d’abscisse a ait
un coefficient directeur égal a —1.

Exercice 3

1. a. Etant donné que

@ = COS <7T> = Cos (2 X F) = 2cos’ <7T> —1=1-—2sin? (F>
2 4 8 8 8

) ) V2 1 2442 ,2<7r> 1 V2 2-42
on a cos = et sin = =

. Comme de plus,

u -
8) 4 2 4 8/ 2 4 4

12 2
0< g < g, cos (g) > 0 et sin (g) > 0. On conclut donc que cos (g) = +4\/_
. (7?) [2 -2 | (w) 242 s (7?) 2 -2
in{—|= ie. — )= n{—|)=+——|

et s 3 1 e. | cos 3 5 et s 3 5

b. D’une part,

(5-5) =cos(5) eon (§) +om (5) sn (§) = 03¢ os () + 15 (§)

cos 5 3 = CoS 5 CoS 3 sin 5 sin $)= cos 3 sin 3
(%)= (5)

donc [cos| — | =sin | = )|
8 8

D’une part,

sin 5 3 = gin 5 CoS 3 CoS 5 sin $)= CoS 3 sin 3
. /(37 7

done |sin () = Cos () .
8 8

c. On en déduit que

4

f(ﬁ>:cos(3ﬁ>sin3<ﬁ>:( 2_\/§> _(2-Vv2?_ 4-4v2+2

8 8 8 2 16 16

3 — 22
ie | f (g) = 8\/_ De méme,

/() = () (5) men () ()
e (o (7) - (H5)

(2+v2)?2 4+4V2+2
6 16

ey (i) = 2202




2. a. Soit z € R. Alors,
f(z +7) = cos(3(z + 7)) sin®(z + 7) = cos(3z + 37) sin®(x + )

= cos(3x + ) [—sin(x))® = — cos(3x) {— sins(a:)} = cos(3z) sin®(z)

donc f(z + m) = f(z). Ainsi, f est T—périodique donc on peut restreindre 1’étude a

53]

De plus,

f(—x) = cos(—3z) sin’®(—z) = cos(3z) [ sin(z)]® = — cos(3x) sin®(z) = — f(x)

70
donc f est impaire. On peut ainsi restreindre ’étude a [0 ; 2].

b. La fonction f est dérivable sur I par produit et composée de fonctions dérivables et,
pour tout x € I,

f'(x) = —3sin(3z) sin®(z) + cos(3x) {3 cos(x) sin2(x)]

= 3sin’(w) [cos(37) cos(x) — sin(3x) sin(x)] = 3sin?(x) cos(4x).

Ainsi, | pour tout z € I, f'(x) = 3cos(4x) sin?(z)|.

c. Pour tout x € I, 3sin?(z) > 0 donc le signe de f’(z) est le signe de cos(4x). Re-

marquons que si x € I, 4x € [0;27]. Or, pour tout X € [0;27], cos(X) > 0 si

3
et seulement si X € [O;W} U {W;Qﬂ'] donc, pour tout x € I, cos(4x) > 0 si et

2 2 5
s T
5)v 53l

3
On conclut donc que f'(z) > 0siz € [O;Q] U {g ; 72r] et f'(z) <O0size [
On aboutit donc au tableau de variation suivant :

3
O;;T] U ;;ZW] ie. x €

seulement si 4z €
T 87r]
87 8]

T 3T T
v ’ 3 B 2
Signe de f'(z) | 0 + 0 - 0 + 0

.. 2
Variations /
\
de f
3+ 2v/2




