Corrigé du devoir surveillé de mathématiques du
09/11/19

Exercice 1
1. a. Soit z € C. Alors,

(2 +22-3) (2 +224+2) =2 +228 + 222 +22° +42° + 42 - 322 — 62— 6
=2'+42° 4322 - 226
= P(2).

Ainsi, |pour tout z € C, P(z) = (22 + 22 — 3)(22 + 22+ 2) |

b. On déduit de la question précédente que, pour tout nombre complexe z, P(z) = 0 si
et seulement si 22 +2z2 —3=0o0u 22 +22+2=0.

On est donc ramené a résoudre deux équations du second degré a coefficients réels.
Le discriminant de 2% + 2z — 3 est A =22 —4 x 1 x (—3) = 16 > 0 donc I'équation

22 + 22 — 3 = 0 posséde deux solutions réelles : z; = ’%’Q{E = =24 = 3et
2y = —2+V16 _ —2+44 _ 1

2x1 2 :
Le discriminant de 22 + 2z + 2 est A =22 —4 x 1 x 2 = —4 < 0 donc I'équation
2% 4+ 22+ 2 = 0 posseéde deux solutions complexes conjuguées : z3 = _22_;1‘/‘1 = ‘22— AR

—1l—ietzy=23=—-1+1.
On conclut donc que l'ensemble des solutions de 1'équation P(z) =0 dans C est
{=3;1;-1—1i;-1+i}.

2. a
2 i
2
_2 |
b. Puisque 255 = zc—2a = —1+i—1= —2+iet 25 = 2zp—2p = —3—(—1—1) = —2+i,

_—
AC = DB et donc |ACBD est un parallélogramme ‘

— = ¢
on a zyz = 2o Des lors,




Exercice 2
1. L’affirmation est FAUSSE.
On remarque que (1 +1i)? =14 2i — 1 = 2i donc (1 +1i)* = (2i)? = —4. En particulier, la
partie réelle de (1 +1)* est —4.
2. L’affirmation est VRAIE.
Soit z un complexe tel que z + iz = 0. Ecrivons z sous forme algébrique z = a + ib. Alors,

z+iz=a+ib+i(a—ib) =a+ib+ia —i*hb=a+ib+ia+b= (1 +1i)(a+b)
done, puisque z+1iz = 0 alors (141)(a+b) = 0 et, comme 1+1i # 0, a+b = 0. Autrement
dit, Re(z) + Im(z) = 0.
3. L’affirmation est VRAIE.

Soit z € C. Alors, 22019 — 72019 — 22019 _ 2019 — 2{m(2%0!9) est un imaginaire pur.

4. L’affirmation est VRAIE.

Notons £ 'ensemble des points M du plan d’affixe z tels que 2Z + z +Z = 0. Soit M un
point du plan d’affixe z. Ecrivons z sous forme algébrique : z = z + iy. Alors

MecEesr+y+2r=0(z+1) -1+(y-0> =0s (z—(=1))?*+(y—0)* =12

Ainsi, £ est le cercle de centre (—1;0) et rayon R = 1.

Exercice 3

1. La fonction f est une fonction polynéme donc f est dérivable sur [0;1] et, pour tout
z €[0;1], f/(x) =1—0,6x. Or, pour tout = € [0;1], z < 1 donc —0,6x > —0,6 et ainsi
f'(x) > 1-0,6 =0,4. Ainsi, pour tout € [0;1], f'(z) > 0 donc f est croissante sur
[0;1].

2. Considérons, pour tout n € N, la propriété P(n) : « 0 < w1 < up < 1».

Comme ug =1, u; =1 —0,3 x 12 = 0,7 donc 0 < u; < yp < 1. Ainsi, P(0) est vraie.
Soit k € N. Supposons que P(k) est vraie.
Alors, 0 < ugy1 < up < 1 done, comme f est croissante sur [0; 1],

f(0) < flugsr) < flur) < f(1).

Or, f(0) =0et f(1) =0,7 donc 0 < upy2 < upyy < 0,7 et done 0 < upyo < gy < 1.
Ainsi, P(k + 1) est vraie.

On a donc montré par récurrence que, ‘pour tout n € N, 0 < upaq <up < 14

3. D’apres la question précédente, la suite (u,) est décroissante est minorée par 0 donc,
d’apres le théoreme des suites monotones, (u,,) converge vers une limite ¢ > 0.

Ainsi, lim wu, = ¢ donc, par produit, lim 0,3u? = 0,3¢* et, par différence,
n—-+oo n—-+o0o

lim u, —0,3u> = ¢ — 0,3¢>

n—-+o0o

ie. lim wu,y = ¢ — 0,32, Mais, par ailleurs, lim wu,,; = ¢ donc, par unicité de la
n—-+00 n—-+00

limite de (un11), ¢ = ¢ — 3% donc —3¢*> = 0 i.e. £ = 0. Ainsi, | lim u, = 0|

n—-+0o0o

4. a. On vient de montrer que (u,) tend vers 0 donc, par définition, tout intervalle ouvert
contenant 0 contient tous les termes de la suite a partir d’un certain rang. Ainsi, il
existe un rang ng tel que, pour tout entier n > ng, u, € |—a;al. En particulier, pour
tout entier n = ng, u, < a.



b. A l'aide d’un tableau de valeurs obtenu sur la calculatrice, on trouve que la plus petite
valeur de ng lorsque a = 0,1 est 28.

Exercice 4

Partie A

1.

3uq _ 3><%
14-2u; 1+4+2x3

3ug _ 3% %
14+2ug 1+2x 1

Par définition, u; = ie. lup =2|et ug = ie. lupg = 2|

3
5

4 12 9 3

2. Comme u;—ug = %—% =1z # 5= = 17— 5 = Uz2—uy,|la suite (u,) n'est pas arithmétique |
3 9

De méme, * = é = % =+ % = ? = 12 donc |la suite (u,) n’est pas géométrique |.

3. Le bon algorithme est I'algorithme n°2. En effet, ’algorithme doit calculer successivement
Uy, Ug, ..., Uy. Or, dans la formule de récurrence u;; 1 = %, on obtient u; en prenant
1t =0, uy en prenant ¢ =1, ..., u, en prenant 1 =n — 1.

4. On peut conjecturer que (u,) converge vers (une valeur proche de) 1.

Partie B
1. Soit n € N. Alors,
1 1+ 2u, 1+2u,—-3u, 1—-uw, 1 1—wu, 1 1
Upi1 3y, 3y, 3y, Up, 3 Uy,

i.e. Wypi1 = %wn.
Ainsi, | (w,) est une suite géométrique de raison |

2. a. Comme (w,) est géométrique de raison %, pour tout n € N, w, = wy (%)n Or,

wozi—1:3—1:2donc, pour tout n € N, w,, =2 x (5)"|
b. Pour tout n € N, w,, = ui —1doncw, +1= ui et ainsi u,, = ﬁ On conclut donc
_ 1
que, pour tout n € N, |u,, = ()"
3. Comme —1 < 1 <1, lim (%)" = 0. Dés lors, par produit et somme, lim 1+2x(3)" =1
3 n—o+too 3 n—-+00 3

et ainsi, par quotient, | lim wu, =1}
n—-+0o




