Corrigé du devoir surveillé n°1 (TS3)

EXERCICE 1

1. a. Soit z € C. Alors,

(22 —62+13)(224+4) = 2* + 422 —62° — 242+ 132 +52 = 2* —62° + 172% — 242 + 52

donc | P(z) = (2% — 62+ 13)(22 + 4) |.
b. Pour tout z € C,

P(2) =0« 2> —62+13=00uz2*+4=0

e Le discriminant de 22 — 62 + 13 est A = (—6)2 —4 x 1 x 13 = —16 < 0 donc ce
trinome a deux racines complexes conjuguées :

—(=6) —iV16 _ 6 —4i

n=—— 21:3—216‘522:2_1:3—1—21.

e Par ailleurs, pour tout z € C,

PH4=0c22- 202 =0< (2 —2i) (2 +2i) =0
Sz—2iouz+2i=0&2z=2iouz= -2

On conclut donc que l'ensemble des solutions dans C de l'équation P(z) =0 est
{3 +2i,3 — 2i,2i, —2i}.

b. OnazE:zB—zA:3—2i—(3+21):—4ietzﬁ:zc—zD:—Qi—%:—éLi

—
donc zim = z5z. Des lors, AB = DC donc ‘ABCD est un parallélogramme |.

3. a. Voir ci-dessus.



b. Notons I le milieu de [AC]|. Alors,

zatze 34204 (-21) 3

T 2 )
Ainsi, Zapp = S = 3(3—(3-2i) = 2(—3 +2i) = —1+3i.
—
. 2. . . 4. . . _ 2
Or, zgé»—2—51—(3—21)——1+§1doncz§€_z%§> ie. BG =3Bl

On en déduit que ‘G est le centre de gravité du triangle ABC ‘

c. Premiere méthode. Comme G est le centre de gravité de ABC, G € (BI). Or, ABCD
est un parallélogramme donc ses diagonales se coupent en I. Ainsi, (BI) = (BD) et
donc G € (BD). Autrement dit, ‘les points B, G et D sont alignés ‘

—
Seconde méthode. On calcule les affixes des vecteurs BG et BD :

2, : 4, : : .
ZEZQ—gl—(?)—Ql):—1+§letZﬁ>:21—(3—21):—3+41

— = —  —
et on constate que zgmr = 325z donc BD = 3BG . Ainsi, les vecteur BD et BG

sont colinéaires donc ‘les points B, G et D sont alignés ‘

EXERCICE 2

1. On écrit
;. r+iy  w+ily (r+iy)(z—i(y —2))
Catiy—2 ztily—2) 22+ (y—2)
-y -2 +iyrt+yly—2) 2’ +yly—2) +i[-a(y —2) + ya]
- 2+ (y — 2)° - 72+ (y - 2)7
224+ -2y —ay+2x+yx
= 1
PHy—-27 2+ (y—2)
donc
Ay -2 2
= 1 :
4+ y-27 P+ (y—2)7
2. a. On a
Mefem(Z)=0e —— -0 <
(2) 2+ (y— 2 {w2+<y—2>2#0 {@’y)%(w)

Ainsi, | € est 'axe des ordonnées privé du point A(0,2) |
b. On a

$2+y2_2y B

2+ (y — 2)?

{$2+y2—2y=0 @{(x—0)2+(y—1)2=12
?+(y—2)2#£0 (z,y) # (0,2)

MeF&Re(Z)=0«<

Ainsi, | F est le cercle C de centre §2(0,1) et de rayon R = 1 privé du point A(0,2) |




EXERCICE 3

Partie A. — Conjectures

1.Onau1:81_—611.e. ulzg etugzgi%—%lfjm 16><4—701e u2:1g4.

2.
n 0 1 2 3 4 5 6 7
U, 1 2,29 2,8 3,08 3,25 3,37 3,45 3,52

3. On peut conjecturer que (u,,) est croissante.

4. Si (u,) est effectivement croissante, elle est minorée par ug = 1. Par ailleurs, on peut
conjecturer qu’elle est majorée.

Partie B. — Un algorithme

w1
Pour n allant de
U | g
Fin Pour
Partie C. — Preuve des conjectures

1. Considérons, pour tout n € N, la proposition P,, : « 0 < u,, < 4 ».
Puisque uy = 1, Py est vraie.
Supposons que Py est vraie pour un certain k € N.

Alors, 0 < uy, < 4 donc 0 > —uy, > —4 donc 8 > 8 — u;, > 4. Comme la fonction inverse
est strictement décroissante sur |0 ; +00[, on en déduit que % < ﬁ < }L et donc, comme

16 > 0, 1—86 < & < 1746 ie. 2 <wupyrp < 4. Ainsi, 0 < ugyy < 4 donc Pyyq est vraie.

On a donc montré par récurrence que, ‘pour tout n e N, 0 < u,, <4|
2. a. Soit n € N. Alors,

16 16— un(8 —wu,) 16 —8uy, +ul  ul —2 x4 X u, +42

Up+1—Un = —Unp
8 —uy, 8 — uy) 8 —up, 8 — uy,

(tn — 4>2 ‘

1.€. |Upt1 — Up = 3 W
- Un

b. Soit n € N. Alors, d’aprés la question C.1., u,, < 4 donc 8 — u,, > 8 — 4 = 4. Ainsi,
8 — u, > 0. De plus, (u, —4)* > 0 donc w1 — u, = 0.

On conclut que | (u,,) est croissante |

Partie D. — Expression explicite de (u,)
1. Soit n € N. Alors,

1 1 1 1
Upa1 — Up = — = —
1 Uppr — 4 up—4 -4 u,—4
8 —u, 1 8 —u, 4

T 16—48—u,) up—4  Au,—16  4(u, —4)
8—up—4 —(u,—4) 1

 4(un —4)  4(u, —4) 4

Ainsi, | (v,) est arithmétique de raison —1 et son premier terme est vy = —— = —
) 4 ug—

~
W=




2. On en déduit que, pour tout n € N, v, = —% - 4= —%.
Or, pour tout n € N, u,, — 4 = i donc
1 12 4B3n+4)—12 12n+16—12
Up, 3n+4 3n+4 3n+4
12n 4+ 4

i.e. |pour tout n € N, u,, =

3n+4 |




