Corrigé du devoir a la maison n°9

Partie 1. Formule de Taylor pour la fonction exponentielle

1. a. La fonction g, est la produit de la composée de la fonction affine t +— = — ¢ suivie de
la fonction polynéome X +— X"t et de la fonction exp toutes trois dérivables sur R
donc g, est dérivable sur R et, pour tout réel ¢,

g(t) = (—1) x (n+ 1w — )" x ' + (x = )" x o = —(n+ 1)(a — 1)"c! + g, (1)

donc

(x—1)"" = [9n(t) — g, (2] -

b. Soit n € N et x € R. Alors, grace a la question précédente,

ful) = = [(w—tretar=— [* =g - g0 .

n! n+1

Des lors, par linéarité de I'intégrale,

f"(a:):;'[n—i—l/gn = 1/9” }

1 ’ nl gt @
= o e s a0
= funs(®) = oy 9n(e) = 90(0)

Or, gu(z) = (x — z)"™e® =0 et g,(0) = (z — 0)""!e” = 2" donc on conclut que

1L.nJrl

(n+ 1)

fu(@) = foa(z) +

2. Soit x € R. Considérons, pour tout n € N, la proposition

T 2 n

. 1 x x
Pn:«e :a—‘—ﬁ—‘—a—i-—i—ﬁ—‘—fn(af)»

Montrons que Fy est vraie. On a

1 _ Lo 0.t 1, Tt t]* x _ oz
a%—fo() 1+O'/(x—t)edt—1+/0 edt—1+{e}0_1+e —1l=c¢
donc Py est vraie.

Supposons que Py est vraie pour un certain k € N.

k+1

Alors, grace a la question 1.b., friq1(z) = G T fi+1() donce

1 T 2 k: 1 T ZL’2 k l,k—i-l

z s

et donc Py est vraie.
On a donc montré par récurrence que, pour tout n € N,

1 T 2 n

e x T
(§] —a+ﬂ+§+"'+m+fn($).




Partie 2. Comportement asymptotique de (u,) et approximation de ¢

1. On applique le résultat de la question 2. de la Partie 1 en prenant x = 1. On obtient

o, 111 1"
S TR TR TR IR LS A /
et donc
L Z et ar
un=e—— | (1 —1t)"e"dt|.

2. a. On remarque que, en prenant x = 1, h, = ¢g,_1 donc, d’apres les résultats de la
Partie 1, la fonction h est dérivable sur [0; 1] et, pour tout ¢ € [0; 1],

RL(t) = (1 —t)"" —n(1l —t)" ' = [(1 —t) —n] (1 —t)" e

Soit t € [0;1]. Comme ¢t > 0, 1 —¢ < 1 donc, comme n > 1, (1 —¢) —n < 0. Par
ailleurs, comme 1 —¢ > 0, (1 —¢)"! > 0 et, comme la fonction exp est a valeurs
strictement positives, et > 0. On en déduit que h,(t) < 0 donc h,, est décroissante sur

0;1].
b. Soit t € [0;1]. Comme la fonction h,, est décroissante sur [0; 1], on a h,(1) < h
h,(0). Or, h,(0) = (1 —0)"e® =1 et h, (1) = (1 — 1)"e® = 0 donc [0 < hy,(t) <

c. Par croissance et positivité de I'intégrale, il s’ensuit que

n(t) <
1

1 1
og/ (1—t)"etdt</ 1dt =1
0 0

donc, en multipliant par # > (), on obtient

1t 1
og—/ (1—t)"e'dt < —|.
0 n!

n!

3. Pour tout n € N, n! > n donc lim n!= +o00. Dés lors, lim < = 0 et donc, grace au
n—-+00 n—+oo

théoreme d’encadrement, le résultat de la question 3.c. assure que

: 1 ! n .t
lim —‘/0(1—75) e dt = 0.

n——+oo n!

Par somme, on déduit alors du résultat de la question 1. que 1_1}1;{1 Uy = €.

4. On déduit du résultat de la question 1. que, pour tout n € N,

! 1(1 t)"e’ dt
e— Uy = — —t)'e
n! Jo

et donc, d’apres le résultat de la question 2.c., |pour tout entier n > 1, 0 < e — u, < % i

Ainsi, pour que u, fournissent une valeur approchée de e a 1076 pres, il suffit que
% < 107°. Alors, I'aide de la calculatrice, on voit que c’est le cas pour n > 10. Ainsi,

1o est une valeur approchée de e & 107¢ pres. A l'aide de la calculatrice, on trouve que

u1g = ottt 2 2,718282 donc |e & 2,718282].

Remarque. On voit que la suite (u,) converge tres rapidement vers e puisqu’en seulement
11 termes, on a déja une valeur approchée au millionieme pres!




Partie 3. Irrationalité de e (facultatif)

1. Soit n € N. Alors, tp41 = Up + —7 > u,. Or, d’aprés la question 4. de la Partie 2,

(n+1)!
e — Upy1 = 0 donc e > u,4q > u, donc .
2. a. Soit n € N. Alors, en remarquant que U, = U, + —;, il vient

(n+1)D>

1 1
Unt1l = Up = Upq1 + CES (Un+ n')

1 1 1
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Ainsi, pour tout n > 2, v,y — v, < 0 donc (v,) est strictement décroissante & partir
du rang 2.

b. Soit n € N*. Si n > 2 alors, d’apres la question précédente, v,, > v,41. Or, d’apres le
résultat de la question 4. de la Partie 2, e — u, 1 < ﬁ donc e < upyq + (n%l), =
Upa1. Ainsi, e < v,41 < v, donc e < v,. Remarquons, de plus, que v; = vy = 3 donc,

comme vy > e, v; > e. Ainsi, |pour tout entier n > 1, e < v, ‘

3. On déduit des questions précédentes que, pour tout n € N*, u, < e < v, ie u, <e<
1
Uy +

a.

En particulier, comme ¢ € N*, u, < e < u,+ i. Comme, par hypothese, e = §> on conclut

P 1
que |ug < ;< ug+ |

4. Par définition, u, = 1+ % + % +---+% donc

¢  q ¢ (¢—1! ¢ 7  q q!
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Or, pour tout entier £ compris entre 1 et ¢ — 1,

g=1x2x---xkx(k+1)x(k+2)x---xq
=kl x(k+1)(k+2)---(¢—1)g

donc Z—!! = (k+1)(k+2)--- (¢ — 1)q est un entier. Ainsi, ¢! X u, est une somme d’entiers

donc | ¢! x u, est un entier |

5. Multiplions la double inégalité montrée a la question 3. par ¢! > 0. On obtient

q!xuq<q!><]3<q!><uq+1 ie. qlug < (¢ —1)lp < qlu, + 1.
q

Ainsi, (¢ — 1)!p est un entier strictement compris entre les deux entiers qlu, et glu, + 1.
Or, ces deux entiers sont consécutifs donc il n’y a pas d’entiers strictement compris entre
les deux. On aboutit & une contradiction donc | e est irrationnel |




