Corrigé du devoir a la maison n°7

Exercice 1

1. a. Par définition, lei(\/g‘i‘i)ZO donc 21:§+ii.
De méme,
1 3 1(3 3 3 1 1/1 3
SIS VAV Y BN R SNRE PO PO N .
4 4 4 \4 4 4 4 4 \2 2
ainsi zQ—%—Q—gi.
De méme,
1 1 3 1 3 3 1 3 1/1
23 =~ (V3 +i) —+£i - £+—i+——£ ()
4 8 8 4\ 8 8 8 8 4 \2
ainsi 2’3:%1.

b. Soit n € N. Alors,

Up+1 = An+1An+2 = ‘ZnJrQ - ZnJrl‘

— ‘i(\/é+ i)2pi1 — i(\/§+ i)z,

=[5+ ) — )

Par théoreme,

i(\/g—i_i)(zn-i—l - Zn)‘ = i ‘\/§+ i‘ |Zn+1 - Zn| Or,

V3+il=VVE +12=vi=2

et |2p1 — zn| = Apdpi1 = u, done upq = 5 X 2 X uy L€ Upgy = 5

5 Un-

Ainsi, | (u,) est une suite géométrique de raison § |

c. Soit n € N. Alors,

gn :A0A1+A1A2+"'+AnAn+1 :U0+U1++un
Comme (uy,,) est une suite géométrique alors

1 — (L)yn+1 1 — (L)yn+1 1\ "+l
Kn:u0(2)2|21—20|(2):|z1—zo|><2><<1—(> )

1 1
1-1 ! 2

Or,zl—z():?%—ii—l:‘/54_4—1—%1d0nc

|zl—zo|:\J<\/§_4>2+(1)2:\/3—8\/§+16+1:\/5—2\/§: \/5_272¢§

4 4 16 4

donc |4, = /5 —2V3 <1 — (%)nH) .

Comme —1 <1 <1, lim ($)"=0donc| lim ¢, =1/5—2V3|

n—-+o0o n—-+o00




2. a. On a vu précédemment que ‘\/g + i’ = 2. De plus,

V3+i=2 (ég—i-;l) :2(005 (g) +1sin (2»

V3+i=2e6 |

b. Considérons, pour tout n € N, la proposition P,

donc

Kz = (2k)"eT y
Comme (2k)%\ = 1c0 = 1 = 2, donc Py est vraie.
On suppose que P, est vraie pour un certain m € N.

Alors, zpyr = k(V3 41)zm = k x 26'5 x (2k)™e's = (2k)(2k)™e!(G+5) ie. 2401 =

(2k)m e

donc P,y est vraie.

On a donc démontré par récurrence que,

c. Comme k > 0, pour tout n € N, OA,

pour tout n € N, 2, = (2k)"e's |

donc OA,, est une suite

(2k)"

géométrique raison 2k. Ainsi,

o sik< 3 alors 2k < 1donc lim OA, =0 et ainsi le point A,, tend a se rapprocher

n——+0o00
de O;
e sik= % alors 2k = 1 donc, pour tout n € N, OA,, = 1 donc la distance OA,, est
constante ;

e si k>  alors 2k > 1 donc nggloo 0OA,
de O.

d. Soit n € N. Le point A,, appartient a la droite (OA,,) si et seulement si arg(z,) =
arg(zm,) [27] ou arg(z,) = arg(z,) + 7 [27] i.e. arg(z,) = arg(zy,) [7]. Or, d’apres ce
qui précede arg(z,) = arg((2k)"e'’s’ ) = 2T [2n] et, de méme, arg(z,) = 2= [27]. Ainsi,

=0 [n] i.e. si et

= dr ce qui équivaut a (n—m)m = 6dr

= 400 et ainsi le point A,, tend a s’éloigner

nw (n—m)m

A, appartient a (OA,,) si et seulement si 7§ = 7~
(n—m)m

6

[7] i.e.
seulement s’il existe un entier d tel que
soit n —m = 6d.

On conclut que

A, appartient a (OA,,) si et seulement si 6 divise n —m|.

3. a. Comme |z,| = (2k)" =1" =1, ||z,] #0|.
b. On a z, = (2k)"e!s = (1)"'sc =e's donc
i(n+3)7r
Zn+3 € 6 (n+3—n)m 1371' T
= T = e 6 = e — e 2
Zn e'’e
c’est-a-dire | 22 = i|,
Zn
Zn+3 | __ Zn+3 |Zn+3| OAn+3 OAn+3 _
c. Ona— =i =1et o o oat done =53 =1 ie. OA,,3 = OA,.
Ainsi, A OAn+3 est isocele en



De plus, arg( "*3) = arg(i) [27] = § [27] et

(Zn+3>
arg

rg8(2n43) — arg(zn) [27]
(7.5) - (.0%)
(7.0)

(08 7) (7.5

—
(OAn 04,y ) 2r]

—_—
donc <OAn ,OA, 3 ) = 7 [27] donc A,0A, ;3 est rectangle en O.

On conclut que ‘le triangle A,,OA, 3 est rectangle isocele en O ‘

Exercice 2 (facultatif)

1. Soit (wy) une suite de nombres complexes non nuls qui converge vers une limite non nulle
(. Posons, pour tout n € N, a,, = Re(w,) et b, = Im(w,) et écrivons £ = a + ib. Alors,
pour tout n € N,

Wot1  Gpg1 +ibp1r (apgr +ibpia)(an —iby)

wy, ay + iby, a? + b2
o Ap41Gp — ian—l—lbn + ibn—i—la'n + bn+1bn
a2 + b2
o ApGp+1 + bnanrl iananrl - anJrlbn
a? + b2 a? + b2
et donc
Wp+1 ApQp+1 + bnbn+1 Wp+1 anbn+1 - anJrlbn
Re = 5 5 et Im = 5 5
Wy, az + b2 Wy, az 4 b2
Or, par définition, ngrfw an = ngr}rloo (py1 = a et ngrfoo b, = nglfoo b,+1 = b donc, par
opération,
2 12
) w a“+b . w ab — ab
lim Re( "+1>: 5 =1 et lim Im( n+1>: =0
n—+oo Wy, a? + b? n—+4o00 Wy, a? + b2

donc |la suite de nombres complexes (=2+) converge vers 1 |.
n

2. Supposons que la suite (e”) converge vers un réel £. Si £ = 0 alors les suites (Re(e™)) et
(Im(e™)) convergent vers 0 i.e. (cos(n)) et (sin(n)) converge vers 0. Dés lors, (cos?(n)) +
sin?(n)) converge vers 0 ce qui absurde car, pour tout n € N, cos?(n)) + sin?(n) = 1 donc
(cos?(n)) + sin?(n)) converge vers 1. Ainsi, £ # 0 donc, d’ aprés la question précédente,

i(nt1) oi(n+1)

. 1(n+1) .
lim —— = 1. Or, pour tout n € N, & 2el(n+1-n) — ¢f done  lim — = ¢'. Par
n—+oo © n—+oo ©

unicité de la limite, 1 = e ce qui est absurde. Ainsi, on conclut que |la suite (™) diverge|.




3. Supposons que la suite réelle (sin(n)) ait une limite. Comme (sin(n)) est bornée, sa limite
est finie donc (sin(n)) converge vers un réel a. Comme, pour tout n € N,

sin(n + 1) = sin(n) cos(1) + cos(n) sin(1)

et sin(1) # 0, cos(n) = Sin("ﬂ)s_irf?llg”) cos) O, nl_lgloo sin(n +1) = nl_lgloo sin(n) = a donc

(cos(n)) converge vers “;?If&s)(l). Ainsi, les deux suites (cos(n)) et (sin(n)) convergent donc

(e) converge, ce qui est absurde d’aprés la question précédente.

On conclut que |la suite (sin(n)) diverge sans avoir de limite |.




