Corrigé du devoir a la maison n°6

Exercice 1

Partie A
1. Comme lim —z = +oo et lim eX = 400, par composition, lim e = 4o00. Or,
r——00 X—+4o0 r——00
lim 22 = 400 donc par produit et somme, |lim g = +oo|.
T——00 —00

2. a. Soit z € R. Alors,
2 2 2
1(~Let) = (<_1>2zesx2) —ax Do — e

2\ 2
b. Grice a la question précédente, pour tout réel x, g(z) = 4 (—%e_f) —2.0n a

lim —% = —ooet, par théoréme, lim XeX = 0donc, par composition, lim —5e 2
T——+00 X——o0 T——00
0. Par produit et somme que |limg = —2|.
— 0o

3. La fonction g est dérivable sur R par produit, composition et somme de fonction dérivable
et, pour tout réel x € R,

d () = 2ve™" 4+ 2% (—e ™) = (20 — 2%)e™"

ie |g(z) =x(2—x)e |

4. Pour tout réel z, e > 0 donc le signe de ¢'(x) est le signe de z(2 — x). Or, z(2 — x) est
un trindme du second degré dont les racines sont 0 et 2 et donc le coefficient dominant
est a = —1 < 0. Ainsi, ¢’(z) < 0 pour tout z € |—o00;0[ U ]2;+0o0[, ¢'(x) > 0 pour
tout x € ]0;2[ et ¢'(0) = ¢’(2) = 0. Ainsi, g est strictement décroissante sur [—oo;0],
strictement croissante sur [0;2] et strictement décroissante sur [2; +o0].

On en déduit le tableau de variation suivant :

x —00 0 2 +oo
Signe de ¢'(x) - 0 + 0 -
+00 4e2 —2

Variation de g

-9 —2

5. a. Sur l'intervalle [0; +oo[, le maximum de g est g(2) = 4e™2 — 2 < 0 donc I’équation
g(xz) = 0 n’a pas de solution sur cet intervalle.

Sur |—00;0], g est continue (car dérivable) et strictement décroissante. De plus,
0e {g(()) ;lim g{ donc, d’apres le corollaire du théoreme des valeurs intermédiaires, il
—0o0

existe un unique réel a € |—o0 ;0] tel que g(a) = 0.

On conclut donc que |1'équation g(z) = 0 posséde une unique solution « dans R |.




b. A Paide de la calculatrice, on trouve que —0,9013 < av < —0,9012.

6. On déduit de I'étude précédente que| g(x) = 0 pour tout = € |—o00;a] et g(z) < [a;+o0]|.
Partie B

1. La fonction f est dérivable sur R comme somme et produit de fonctions dérivables et,
pour tout réel z,

fl(z) =42° =8 [e(x — 1) +e* x 1] = 42 — 8" (v — 1+ 1) = 4a® — 8we® = 4re” (e —2)
ie. | f'(z) = 4daze”g(x)|.

2. Grace aux résultats de la question 5. de la Partie A et comme e” > 0 pour tout réel z,
on obtient le tableau de signe suivant.

T —00 Q 0 +00

signe
de x
signe
de g(x) 0
signe

de f/(ZL‘) - O + O -

Ainsi, | f est décroissante sur |—o00; ], croissante sur [« ;0] et décroissante sur [0; 400l |.

3. Par définition, g(a) = 0 donc a?e™® —2 = ( et ainsi e™® = % Des lors, e™ = %2 et donc

fla) =a*—8e *(a—1) = 044—805(04—1) = a'—4a*(a—1) = o*(a®*—da+4) = o*(a—2)?

ie. | fla)=(ala—2)%|
4. La fonction h : t +— t(t — 2) est une fonction polynéme du second degré dont le coefficient
dominant est a = 1 > 0. Elle est donc décroissante sur |—o0 ;1] et croissante sur [1; +o0]
(car @ = 1 et b = —2 donc —QL = 1). Ainsi, comme —0,9013 < a < —0,9012 < 1,

a

h(—0,9013) > h(a) = h(—0,9012) et donc 2,6145 < a(a — 2) < 2,6150.
Comme la fonction carré est croissante sur [0;4o00], il s’ensuit que

(2,6145)* < (aa —2))* < (2,6150)?
ie. 6,835 < f(a) < 6,839. Ainsi, |6,83 < f(a) < 6,84|.

Exercice 2 (facultatif). — La réponse est oui.

Considérons la fonction f : x — €@ — cos(e®) définie sur R. Montrons que 1’équation
f(z) = 0 admet une infinité de solutions dans R ce qui prouvera le résultat voulu.

Comme lim e” =0 et lim cos(X) = 1, par composition, lim cos(e®) = 1. Ainsi, il existe

T——00 X—0 T——00
un réel A tel que, pour tout réel x < A, 0,5 < cos(e”) < 1,5.

Considérons un entier relatif N tel que 2r N < A. Soit un entier n < V. Alors, sur 'intervalle
[(2n — 1)7;2n7|, f est continue comme somme et composés de fonctions continues et, de plus,
f((2n—1m) L es(@=Dm) 5 =e"1—05 < 0et f(2nm) > e —15=¢—15 > 0. Ainsi,
par le théoreme de valeurs intermédiaires, il existe au moins un réel «,, € |(2n — 1)7; 2nn| tel
que f(a,) = 0. Comme il existe une infinité d’entiers n < N et comme «,, # a,, pour n # m
car les intervalles |(2n — 1)7; 2nx| et |(2m — 1)7; 2ma[ sont disjoints si n # m, on conclut que
f(z) = 0 admet une infinité de solutions dans R et donc I'équation e“**(®) = cos(e”) d’inconnue
x admet une infinité de solutions dans R.



