Corrigé du devoir a la maison n°3

Partie A

1.

La fonction f est dérivable sur [0;5] comme quotient de fonctions dérivables et, pour
tout = € [0; 5],

42r+3) - 24z +1) 8r+12-8r—-2 10 50

fw) = (2z + 3)2 (224322 (2z+3)2 7

donc | f est croissante sur [0;5] |

2. Soit x € [0;5]. Comme f est croissante sur [0;5], f(0) < f(z) < f(5). Or, f(0) =% >0

et f(5) =2 <5 donc |0< fz) <5|
Partie B

1. Considérons, pour tout n € N, la propriété P(n) : « u, existe et 0 < u,, <5 ». Comme
up = 4, la propriété P(0) est vraie.
Supposons que P(k) est vraie pour un certain k£ € N.
Alors, uy existe et 0 < up < 5. Des lors, d’apres A.2., f(uy) existe et 0 < f(ux) < 5.
Ainsi, P(k + 1) est vraie.
On a donc montré par récurrence que, ‘pour tout n € N, u,, existe et est positif ‘

2. Par définition, uy = f(ug) = f(4) = 55 i.e. |ug = 1|

A« 4x3T 1 .

De méme, uy = f(u) = f(§1) = 2X§+3 = giiéé ie |ug=22|

3. Considérons, pour tout n € N, la proposition Q(n) : « 0 < w41 < upy <5 ».
Comme 0 < % <4 <5, Q(0) est vraie.
Supposons que Q(k) soit vrai pour un certain k € N. Alors, 0 < upy; < up < 5 dong,
d’apres les résultats de la partie A, 0 < f(ugyr) < flug) <5ie 0 < upyo < uppr < 5.
Ainsi, Q(k + 1) est vraie.
On a donc démontré par récurrence que, ‘pour tout n € N, 0 < upiq < up <5

4. La question précédente assure que (u,) est décroissante et minorée par 0 donc, d’apres le
théoreme des suites monotones, | (u,) converge vers un réel £ > 0 |.

5. On a nl_lgloo u, = £ donc nl_l)I_{loo Up+1 = L. Or, par produit et somme, nl_lgloo du,+1=40+1
et nl_l)rfoo 2u, +3 = 20+ 3. Comme ¢ > 0, 2+ 3 > 0 donc, par quotient, nl_l)I_{loo gmi;’ = %
ie. n1~1>IJIrloo Un41 = 505 Par unicité de la limite de (up41), € = 555 ie. £(20+3) = 40+ 1

soit encore 22 — ¢ — 1 = 0.
Le discriminant de la fonction polyndme P : z + 222 — 2 — 1 = 0 est

A=(-12—-4x2x(=1)=9>0
donc P possede deux racines réelles :
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Or, on vient de voir que ¢ est une racine positive de P(x) donc ¢ = 1.

Ainsi, | lim w, = 1|
n—-+00

Partie C
1. A laide d’'une calculatrice, on obtient le tableau de valeurs suivant :
n 0 1 2 3 4 5 6 7
Up 0,5 0,75 0,889 0,953 0,981 0,992 0,997 0,999

On peut donc conjecturer que (u,,) converge vers 1.
2. a. Soit n € N. Alors,

dv,+1 20, +3—(4v,+1) —2v,+2 2(1—w,)
1 - Un+1 — 1 — —= — —

2v, +3 2v, + 3 2v, +3 2, +3
insi, | pour tout n € Un, Up) |-
P ’ ! 2v, + 3

2 n
b. Considérons, pour tout n € N, la proposition R(n) : « 0 < 1 — v, < <3) ».
Onal—wvy=05et(2)=1donc0<1—1v < (3)°ie R(0)est vraie.

Supposons que R (k) est vraie pour un certain k € N. Alors, 0 < 1 — vy < (%)k

Comme v = 0, 2ui, + 3 > 3 donc, par décroissance de la fonction inverse sur |0 ; 4-o00],
0< 553 +3 < 3 1 et donc, en multipliant par 2 > 0, 0 < 5= +3 < 2. En multipliant

ensuite par 1 — v, > 0, on obtient 0 < 5 +3(1 o) < 2(1—wg). Or, 1 — v < (3)F
donc, en multipliant par % > 0, 2(1 —v,) < ($)". Finalement, on aboutit &
0< 2%Jrg(l —vg) < (3)F ie. grace a la question précédente, 0 < 1 — vyyy < (3)FFL

Ainsi, R(k + 1) est vraie.

2 n
On a donc montré par récurrence que, |pour tout n € N, 0 <1 — v, < (3) .

3. Comme —1 < % <1, lim (%)” = 0 donc, par le théoréme d’encadrement, on déduit de
n—

—+00

la question précédente que 1_13_1 (1 -v,) =0.O0r, pour tout n € N, v, =1 — (1 — v,)

donc, par somme de limite, (v,) converge et nl_l&loo v, = 1|

Partie D (facultatif)

Le calcul des premiéres valeurs de (w,) permet de conjecturer que (w,) est géométrique.
Démontrons-le.

Soit n € N. Alors,

2,1 —2 _ 2523 =2 2M4u+1)—2Q20,+3)  dva—4 2 20,-2 2

Wpy1 = — X = —w,.
T v+ 1 28T T oAy, + 1) + 20,43 100, +5 5 2,41 5
Ainsi, (w,) est géométrique de raison £. De plus, wy = ;iggj = —% donc, pour tout n € N,

Wn _%(g)n




—2

Soit n € N. Alors, w,, = SZZH

2w, v, — 20, = —w, — 2 donc v, (2w, — 2) = —w, — 2. Mais, comme % >0 et —% <0, w, <0

donc 2w,, < 0. Ainsi, 2w, — 2 # 0 et donc v,, = ;;’":22 = 223:”" . On conclut donc que

donc w,(2v, + 1) = 2v,, — 2 donc 2w,v, + w, = 2v, — 2 donc

@ _2-3n 2o

T2-2(=33N) 2+ E o 24 E

R T , , . n
En multipliant numérateur et dénominateur par 57, on conclut que

5 _ 2n—2




