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À rendre le jeudi 16 septembre 2021

Exercice 1. � Soit a un réel strictement positif. Le but de l'exercice est d'étudier la suite
(un) dé�nie par

u0 = 1 et, pour tout n ∈ N, un+1 =
aun

un + a
.

1. Montrer par récurrence que, pour tout n ∈ N, un > 0.

2. Montrer que (un) est décroissante.

3. a. Calculer, en simpli�ant au maximum, u1, u2 et u3 en fonction de a et conjecturer,
pour tout n ∈ N, l'expression de un en fonction de a et de n.

b. Démontrer la conjecture précédente en raisonnant par récurrence.

4. On propose une autre méthode pour retrouver le résultat de la question précédente. Dans
cette question, on n'utilisera pas les résultats de la question 3..

On pose, pour tout n ∈ N, tn = a
un
.

a. Démontrer que (tn) est une suite arithmétique.

b. En déduire, pour tout n ∈ N, l'expression de tn puis celle de un en fonction de a et
de n.

c. Soit n ∈ N. Utiliser la suite (tn) pour montrer que

n∑
k=0

1

uk

=
(n+ 1)(n+ 2a)

2a
.

Exercice 2 (facultatif)

1. Véri�er que, pour tout n ∈ N∗,
√
n+ 1−

√
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√
n
.

2. Montrer que, pour tout n ∈ N∗,
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