Correction du devoir a la maison n°1

Exercice 1

1.
2.

up = ugy1 = (04+1)2—ug = 1, up = uy g = (14+1)?—u; = 3et uz = ugyy = (2+1)*—uy = 6.
Soit la proposition P, : « n? < 2u, < (n+ 1) ».

up = 0 donc 0% < ug < (0+ 1)% i.e. By est vraie.

Supposons que Py est vraie pour un certain k € N.

On va montrer que Py est vraie i.e. que (k + 1)? < 2upy; < (k+2)%

Comme Py est vraie, k? < 2up < (k+ 1)? donc —(k + 1)? < —2u;, < —k? et ainsi
2(k+1)2—(k+1)* < 2(k+1)?—2uy < 2(k+1)2—k% Or, 2(k+1)*—2uy, = 2[(k+1)*—w] =
2uy41 donc on aboutit a (k + 1)? < 2upyy < 2(k* + 2k + 1) — k* = k? + 4k + 2. Or,
k* + 4k + 2 < k* + 4k + 4 = (k + 2)? donc finalement (k + 1)* < 2ugyy < (k + 2)2. Ainsi,
Py 1 est vraie et on a montré par récurrence que, | pour tout n € N, n? < 2u, < (n+1)?|

. Pour tout n € N, u,, > %2 > 0 donc | (u,) est minorée par 0|. Supposons que (u,) soit

majorée. Alors, il existe un réel M > 0 tel que, pour tout n € N, u,, < M. Soit N un entier
tel que N > +/2M. On a alors uy > NTQ Or, par stricte croissance de la fonction carré

sur [0; +oo[, N? > v 9M° = 2M donc u, > 2L — M. On aboutit & une contradiction

donc | (u,,) n’est pas majorée | Par conséquent, | (u,) n’est pas bornée|.

Soit n € N. Alors, U1 — U, = (n+1)*> —u, —u, = (n+1)? —2u,. Or, d’apres la question

1, 2u, > (n+1)? donc u, 1 — u, > 0. On conclut que | (u,) est croissante |

. a. Soit la proposition @, : « Uyy1 = U, +n+ 1 ».

Upr1 =uy =1letug+0+1=0+1=1donc F, est vraie.

Supposons que @)y est vraie pour un certain £ € N i.e. que upy1 = ugp + k + 1.

On va montrer que Qg1 est vraie i.e. que ugro = upr1 + (K + 1) + 1 = upg + k + 2.
Alors,

Uppo = (k+2)2—upyy = (k4+2)*—(up+k+1) = k> +4k+4—up—k—1 = k> +3k+3—uy.
Mais, par définition, usy = (k + 1)* — ug donc ug = (k + 1)? — upyy. Ainsi,

Upro =k +3k+3—[(k+1)? —uppt] =2 +3k+3— (K +1)* + upy
=k +3k+3 -k —2k—1+up =upp1 +k+2.

Ainsi, Q.2 est vraie et on a montré par récurrence que,

‘VnEN, un+1:un+n+1‘.

b. Soitn € N. Alors, u,1 = (n+1)2—u, et U, 41 = u,+n+1donc (n+1)?>—u, = u,+n+1.

1)2 — 1 1
Ainsi, (n+1)2 = (n+1) = 2u, doncun:(n+ ) 5 (n+ ):n(n2—l— ).Onadonc

démontré que

n(n—i—l).

VneN, wu, =
n u 5




Exercice 2. — Notons, pour tout n € N, u,, = A, A, 1. Soit n € N. Alors,

Up = \/(anrl = Tn)? 4+ (Yns1 — Yn)? = \/(xn —Yn = Tn)? + (Tn + Yn — Yn)? = \/<_yn)2 + ()2

Ainsi,

Vn € Nyu, = /a2 +y2 |

Montrons que la suite (u,) est géométrique. Soit n € N.

Upt+1 = \/ x%z—i—l + y72L+1 - \/(xn - yn>2 + (xn + yn)2 = \/35% - 2xnyn + y% + ZL‘% + 2$nyn + y%
2(22 + y2) = V2/a2 + 42
le. Upyr = \/§un.

Ainsi, | (u,) est une suite géométrique de raison /2|,
Il s’ensuit que, pour tout n € N*, la longueur de la ligne brisée AqgA;As--- A, est

— 1—f" TH)Q V2 1=V V2) 1422 -2

=T V2 (VR vE) -2

i.e. finalement

VneN, ¢, =v2" 4V —va -1,

Exercice 3 (facultatif)

1. Soit k£ un entier. Alors I’équation d’inconnue x
1
r+—=k
x

équivaut, pour tout x # 0, a ’équation
2 —kr+1=0.

Le discriminant du trinéme 2 — kx + 1 est A = (—k)? —4 x 1 x 1 = k* — 4. Ainsi, si
|k| > 2, A >0 et I'équation 2% — kx + 1 = 0 admet deux racines réelles :

—Vk2—1 k+VE—14

== —-——— t pu—
T 9 € To 5

est solution

En choisissant, par exemple, kK = 3, on peut donc affirmer que z; =

3—5

1
de 22 —3x +1 =0 et donc de x + — = 3. Ainsi, 'exemple z = montre que x + —
x x

5
~ 0,38).

peut étre entier sans que z ne le soit (puisque
1
2. Soit la proposition P, : « pour tout entier j < n, a7 + — est un nombre entier ».
x
1 1
Etant donné que z° + — = 2, la proposition Fy est vraie. De plus, par hypothése, v + —
x x

est entier donc P; est vraie.



Supposons que P, soit vraie pour un certain k € N* i.e. que, pour tout entier j < k,
xd + I% soit entier.
Montrons que Py, est vraie i.e. que, pour tout entier j < k + 1, 27 + %J est entier.

Comme P, est vraie, il suffit en fait de montrer que x*+! 4 xkﬂl est entier. Or,

1 1 1 1
k k+1 k-1
(x —i—_)(x—'—_)_af: +x +——+ -

k+1 k k—1

) 1 1 .
Or, comme P, est vraie et comme k > 1, 2% + — et k4 ——7 sont des entiers. De
z xh—

donc

1
plus, par hypothése, x + — est entier. Par produit et différence d’entiers, on en déduit
x

1 .
que zF + — est un entier.
T

Ainsi, Pyyq est vraie et on a démontré par récurrence que

1
VneN, 2"+ —€Z|
J;TL

Remarque. — On a ici utilisé ce qu’on appelle une récurrence forte. Au lieu de supposer
que la proposition a montrer est vraie au rang k, on suppose qu’elle est vraie a tous les rangs
jusqu’au rang k. Cependant, I’étape d’hérédité n’est pas plus compliquée car il ne reste toujours
qu’a montrer que la proposition est vraie au rang k + 1.



