¢ Corrigés des exercices du chapitre 9

Exercice 1. Déterminer la matrice de chacune des applications linéaires suivantes dans les
bases canoniques.

RB

f: R3 — R2 g: R3 —_—
(r59y52) = (v+y;y—22+2) (r5y32) — (y+ziz+az;0+y)
h: Ry[X] —  RylX] ki RyX] — R4
P+ PX+1) P +— (P(1),P(2),P(3),P4))
Solution.

e La matrice de f dans les bases canoniques de R? et de R? est
1 10
-2 11

e La matrice de g dans la base canonique de R? est
011
1 01
1 1 0

eh(l) =1, h(X)=X+1,h(X?)=(X+1)?=X2+2X+1et h(X3) = (X +1)3 =
X3 4+ 3X2%2 43X + 1 donc la matrice de h dans la base canonique de Ry et de R? est

1111
0123
0013
0001

o h(1) = (1,1,1,1), k(X) = (1,2,3,4), k(X?) = (1,4,9,16) et k(X?) = (1,8,27,64) donc la
matrice de k dans les bases canoniques de R3[X] et de R? est

11 1 1
1 2 4 8
1 3 9 27
1 4 16 64

Exercice 2. On considere I'application linéaire
f: R3 — R?
(z;y;2) +— (Bx+dy—2z;04+ Ty —2)

1. Montrer que B = ((1;0;2),(0;1;1),(1;0;1)) est une base de R>.
2. Montrer que B' = ((1;—1),(1;2)) est une base de R? et déterminer Matg s (f).



Solution.

1. Considérons trois réels a, b et ¢ tels que a(1;0;2) +b(0;1;1)+¢(1;0;1) = (0;0;0).
Alors, (a+c¢;b;2a+b+¢) = (0;0;0) donc b =0 puis a+c¢ =0 et 2a+¢ = 0. On
en déduit que (2a +¢) — (a +¢) = 0 ie. a = 0 et enfin ¢ = 0. Ainsi, la famille B est
libre. Or, il s’agit d’une famille de 3 vecteurs de I'espace R? qui est de dimension 3 donc
’B est une base de R? ‘

2. Les vecteurs (1;—1) et (1;2) ne sont pas colinéaires (car 1 # 5') donc la famille B’ est
libre. Or, il s’agit d’une famille de deux vecteurs de I'espace R? qui est de dimension 2
dond B’ est une base de R?|.
f(1>072) = (1;_1)7 f(07171> = (376) = 2(1;2) et f(laovl) = (370) = 2<1;_1>+<1;2>

donc

Matgp (f) = <(1) (2) ?) :

Exercice 3. On considere I'application linéaire
h: R* — R?
(x;y) — (bx+2y;3z+y)
1. On note B la base canonique de R?. Déterminer la matrice A de f dans la base B.

2. En utilisant A, démontrer que f est bijective et déterminer 'expression de f~!(z,y) pour
tout (z;y) € R2

Solution.

5 3
Lan (29

1 _
2. det A=5x1—-3x2=—1%0donc A est inversible et A™! = - <_12 53> ie. A7l =

<_21 _35> On en déduit que, |pour tout (z;y) € R?, f~(z,y) = (—x + 3y ;22 — 5y) |

Exercice 4. On considere ’endomorphisme
f: R3 — R3
- —2y+z ., . 42+
(wy;2) (g o)

1. Déterminer la matrice de f dans la base canonique de R3.

2. En déduire les matrices dans la base canonique de R3 de g = idgs — f et de h = 2f — idps.

Solution.
P
1. La matrice de f dans la base canonique de R®est | A= [0 1 0
1 1
: 1 3
1 1 =1
2 2
2. On en déduit que la matrice de g dans la base canonique de R3®est | [5 — A= 0 0 0
1 1
-3 1 3
0 -2 1
et cellede hest|2A—I3=10 1 0
1 2 0




Exercice 5. On considere la matrice

3 1 =3
A=1-11 1
1 1 -1

On pose u=(1;1;0),v=(1;0;1), w=(1;1;1) et B = (u,v,w).
1. Ecrire la matrice P de B’ dans la base canonique B de R3.

2. Démontrer que P est inversible et déterminer P~!. Que peut-on en déduire concernant
la famille B’.

3. On note f I'endomorphisme de R? canoniquement associé a A.

En utilisant les formules de changement de base, déterminer la matrice de f dans B'.

Solution.

1 11
1. | P=(1 01
011

2. Pour déterminer P~!, on considere (a;b;c) € R? et on résout le systéme

r+y+z=a I,

(S) $‘|—Z:b LQ.
Yy+z=c L3
Or,
r+y+z=a I, r+a—b+z=a r—b—a+b+c=0
(S)<=<—y=b—a Ly« Ly—Li <= <Sy=a—>b < <y=a-—>
y+z=cls z2=c+b—a z=—-a+b+c
1 0 -1
Ainsi, on en déduit que | P est inversible et que P~' = 1 -1 0
-1 1 1

Comme P est inversible, | B’ est une base de R?| et P est la matrice de passage de B a
B

3. Par les formules de changement de bases,

1 0 -1\ /3 1 =3\ /1 11
Matg(f)y=P'AP=[1 -1 0 |[-1 1 1][1 01
-1 1 1 1 1 -1/\0 11
1 0 -1\ /4 01
=1 -1 0][|0 01
-1 1 1/\2 01

2 00
soit Matlg/(f) = 4 0 0
01




Exercice 6. On considere la matrice

-1 1 2
A=1-2 2 2
-1 1 2

et on note f I’endomorphisme canoniquement associé a A.
On pose g1 = (1;1;0),e2=(1;0;1) et e3=(1;1;1) et B = (1, e2,¢3).
1. Montrer que B’ est une base de R?.
2. Ecrire la matrice de f dans la base B'.

3. Déterminer une base de ker(A) et une base de Im(A).

Solution.

1. Considérons des réels a, b et ¢ tels que ag;+beg+ceg3 = (0;0;0). Alors, (a +b+c;a+c;b+c¢) =
(0;0;0)donca+b+c=0,a+c=0etb+c=0.0r,commea+c=0etb+c=0,
on déduit de a +b+c =0 que b = 0 et a = 0 et, par suite, a = 0. Ainsi, la famille
B’ est libre. Or, il s’agit d'une famille de 3 vecteurs de R?® qui est de dimension 3 donc
| B’ est une base de R3],

2. On a f(e1) =(0;0;0), f(e2) =(1;0;1) =eg et f(e3) =(2;2;2) = 2e3 donc la matrice
0 0O

de f dans B’ est [ Matg(f) =10 1 0
0 0 2

3. La matrice précédente est diagonale et possede 2 pivots donc son rang des 2. On en
déduit que rg(f) = 2 i.e. dim(Im(f)) = 2 et donc dim(Im(A)) = 2. Comme f(e3) = &5 et
f(e3) = 2e3, les vecteurs e et £3 appartiennent a Im(A) donc, comme ces deux vecteurs
sont libres, |(e9,e3) est une base de Im(A) | De plus, f(e1) = 0 donc e, € ker(A) et,
par le théoreme du rang, dim(ker(A)) 4+ dim(Im(A)) = 3 donc dim(ker(A)) = 1. Ainsi,
(€1) est une base de ker(A) |

Exercice 7. Soit f ’endomorphisme de R? défini par f(x,y) = (bx — 6y ; 2z — 2y).
1. Déterminer la matrice A de f dans la base canonique de R2.
2. Soit e = (3;2) et ex = (2;1).
a. Démontrer que la famille B = (eq, e5) est une base de R?.
b. Calculerf(e;) et f(ea).
c. Déterminer la matrice D de f dans la base B.
3. Calculer D™ pour tout n € N.
4. a. Déterminer la matrice de passage P de la base canonique de R? & B.
b. Exprimer A en fonction de D, P et P71,
c. Démontrer par récurrence que A® = PD"P~! pour tout n € N.

d. En déduire, pour tout n € N, les coefficients de A™ en fonction de n.

Solution.

1. La matrice de f dans la base canonique de R3 est | A = (g :g) .

2. a. Les vecteurs ¢; et e, ne sont pas colinéaires (car 2 # 2) donc B est une famille libre.
Or, c’est une famille de 2 vecteurs de R? qui est dimension 2 donc on peut conclure

que | B est une base de R?],




b. f(e1) =(3;2) = e et f(ea) = (4;2) = 2es.

c. On en déduit que | Matg(f) = (é g) :

3. Comme D est une matrice diagonale, | pour tout n € N, D"

)

4. a. La matrice de passage de la canonique de R? & B est | P = (3 2> :

21
b. Par le formule de changement de base, | A = PDP™!]|

c. Considérons, pour tout n € N, la proposition H,, : « A" = PD"P~!
Initialisation. Comme A" = I, et PD'P~! = I,, Hy est vraie.
Hérédité. Soit n € N. Supposons que H,, est vraie. Alors, A" = PD"P~! et, d’aprés
la question précédente, A = PDP~! donc

A" = A"A = (PD"P Y (PDP') = PD"(P*P)DP!
= PD"bDP™' = PD"DP~! = pp"t'p~!

donc H,; est vraie.

Conclusion. Par le principe de récurrence, on conclut que

Vn eN, A" = PD"P~!|

d. Soit n € N. D’apres la question précédente, A = PD"P~!. Or, det(P) = 3x1-2x2 =

—1 donc P! = }1 (_12 _32> = <_21 _23> donc

=6 )G 5)-GD6 wke)
( 34 M2 G 3X2n+1>

2420 43 x2n

Ainsi,

n+2 _ n+1
Vi € N An:(z 3 6-3x2 )

2mtl 9 4 -3 x 2"

Exercice 8. Soit F un K-espace vectoriel muni d’une base B = (e, e2,e3). On considere
I’endomorphisme f de F dont la matrice dans B est

et la famille B’ = (g1, &9, €3) définie par

€1 =€1 +€3 —e3
E9g = €1 — €3

€3 = €1 — €9



Montrer que B’ est une base de F et écrire la matrice D de f dans cette base.
Déterminer la matrice de passage P de B a B’ et calculer P!,
Exprimer A en fonction de D, P et P71

Déterminer, pour tout n € N, la matrice A™.

Wb

Solution.

1. Soit a, b et ¢ des réels tels que aey + beg + ce3 = 0. Alors, a(e; + es + e3) + b(eg — e3) +
cleg —ez) =01e (a+b+c)e; + (a—c)ea+ (a —bes = 0. Or, (ey, eq,€3) est libre donc
a+b+c=0,a—c=0et a—b=0. On en déduit que a = c et a = b donc on tire de
a+b+c=0que3a=0ie a=0et, par suite, b = ¢ = 0. Ainsi, B’ est libre. Or, B est
une base de E donc dim(F) = 3. Ainsi, B’ est une famille libre de 3 vecteurs dans un

espace de dimension 3 donc \B’ est une base de I/ ‘
flen)=2—-1er+(—2+1+2)ea+ (14+1—3)e3 =e1 +e2 —e3 =¢y,
f(e2) = (2= 0)er + (=2 = (=2))ez + (1 = 3)es = 21 — 2e3 = 2

flea) = 2= (=1))er + (=2 = D)ez + (1 — 1)eg = 3e1 — 3ea = 3¢

100
Ainsi, la matrice de f dans B’ est|[D =0 2 0
00 3
1 1 1
2. La matrice de passage de Ba B est | P=]11 0 -1
-1 -1 0

r4+y+z=a Iy
Soit a, b et ¢ trois réels et (S)¢x — 2 =10 L. Alors,
—r—y=c Ls

rT+y+z=a Ly r+y+atc=a
(S)<=<S—y—22=b—a Ly« Ly—L <= Sy=a—b—2(a+c)
z=c+a Ly <+ L3+ Iy z=a-+c
r—a—b—2c+c=0 r=a+b+c=0
= y=—-a—b—2c = Jy=—-a—b—2c
z=a-+tc z=a+c
1 1 1
Ainsi, | P71 =] -1 -1 -2
1 0 1

3. Par le formule de changement de bases, | A = PDP~!|

4. Considérons, pour tout n € N, la proposition H,, : « A" = PD"P~! y.
Initialisation. Comme A° = I3 et PD'P~! = I3, Hy est vraie.
Hérédité. Soit n € N. Supposons que H,, est vraie. Alors, A" = PD"P~! et, d’aprés la
question précédente, A = PDP~! donc

A" = A"A = (PD"PT')(PDP") = PD"(P~'P)DP!
= PD"I;DP~' = PD"DP~" = PD""' P!

donc H, ;1 est vraie.



Conclusion. Par le principe de récurrence, on conclut que, pour tout n € N, A" =
PD"pP1,

Soit n € N. Alors, comme D est diagonale,

1 1 1 1 0 0 1 1 1
A= 1 0 =10 2 0 -1 -1 =2
-1 -1 0 0o o0 3" 1 0 1
1 1 1 1 1 1
=1 0 -—-1][-20 -2 —onf!
-1 -1 0 3" 0 3
1—2"+3" 1-2" 1-—2rtt43n
= 1-3" 1 1-3"
142" —1+2" 1427t

Ainsi,

1—2"+3" 1—27 1274 3n
VnelN, A"= 1-3" 1 1-3"
2" —1 2" —1 2ntl

Exercice 9. Déterminer le noyau, le rang et I'image de la matrice

2 -1 -1
A=1-1 2 -1
-1 -1 2

Solution. Commengons par déterminer le noyau de A. Un vecteur (x;y;z) appartient a
ker(A) si et seulement si

20 —y—2=0 Ly 20 —y—2=0 I, r+y—22=0 L4 Ls
—x4+2y—2=0 Lo<=x—2y+2=0 Lo —Ly<={x—-2y+2=0 Ly
—r—y+22=0 Ls r+y—22=0 L3+ —Ls 20 —y—2=0 L3+ L,
r4+y—22=0 I,
=8y +3:=0 Ly Ly— L @{x:'z
3y +3:=0 Ly« Ly—2L, vy

Ainsi| ker(A) ={(z;2;2) | z € R} = Vect((1;1;1))]|.

On en déduit que dim(Ker(A)) = 1 donc, par le théoreme du rang, |rg(A) =3 —-1=2|
Autrement dit, dim(Im(A)) = 2. Or, par propriété, v; = (2;—1;—1) et v, = (—1;2;—1)
appartiennent a Im(A) et ces deux vecteurs forment une famille libre car ils ne sont pas colinéaires

(2 # 5t) donc (vy, v2) est une base de Im(A). Ainsi, | Im(A) = Vect((2;—1;—-1),(=1;2;-1))|

Exercice 10. On considére 'endomorphisme f de R? dont la matrice dans la base canonique B
de R3 est

2 1 —1

A=10 1 0

1 1 0

On considere la famille B = (g1,e9,e3) one; = (1;0;1), e5 =(=1;1;0) et e5 = (1;1;1).

1. Démontrer que B’ est une base de R3.



2. Déterminer la matrice de f dans la base B'.

3. Soit n € N. Déterminer ’endomorphisme f"

Solution.

1. Considérons des réels a, b et ¢ tels que ag1+beg+cez =

:fOfO---O
[ ——

n fois

0. Ainsi,a —b+c=0et a4+ c= 0 donc b =0. De plus, b + ¢ = 0 donc, comme b = 0,
¢ =0 et, comme a+c =0, a=0. Ainsi, B’ est libre. Or, il s’agit d'une famille de 3
vecteurs de R? qui est de dimension 3 donc ‘B’ est une base de R? ‘

2. f(e1) = (1;051) = €1, f(e2) = (=1;1;0) = ey et f(e3) = (2;1;2) = €1 + €3 donc la
1 01
matrice de f dans B est |T'= 10 1 0
0 01
3. Par propriété, pour tout n € N, la matrice de f™ dans B’ est T™.
1 0 2 10 3 1 0 4
On observe que 7? = |0 LT3 = (0 1 et 7% = [0 1 0] donc on peut
0 0 0 0 01
1 0 n
conjecturer que, pour tout n e N, 7" = (0 1 0].
0 0 1
Montrons-le par récurrence.
100
Comme T =I3= [0 1 0], I'égalité est vraie au rang 0.
0 01
1 0 n
Soit n € N. Supposons que 7" = |0 1 0 |. Alors,
0 01
1 0 n\ /1 01 1 0 n+1
T =T"T=101 0|0 1 0l=|01 0
00 1/\0 01 00 1
donc I'égalité est vraie au rang n + 1
10
Ainsi, par le principe de récurrence, pour tout n € N, 7" = |0 1 O
0 01
1 —1 1
La matrice de passage de la base canonique a B’ est P = | 0 1 |. Déterminer P!,
1 1)
r—y+z=a I,
Pour cela, on considere des réels a, b et ¢ et le systeme (S)Sy + 2z =15 Lo . Alors,
r+z=c Ls

r—y+z=a I,
(S)<=y+z=0b Lo
y=c—a L3 < Lg —
r=—a—b+2c
—JJy=-—a-+tc
z=a+b—c

Ly

r=a+c—a—(a+b—c)
z=a+b—c

y=c—a

—

(0;0;0). Alors, (a —b+c;b+c;a+c) =



-1 -1 2

Ainsi, P7'=]-1 0 1
1 1 -1
Or, par les formules de changement de bases, la matrice de f™ dans la base canonique de
R3 est
1 -1 1\ /1 0 n\ /-1 -1 2
PT"P'=10 1 1]]|0 1 0ff-1 0 1
1 0 1/\0 0 1 1 1 -1
1 -1 1 —14+n —14n 2—n
=0 1 1 —1 0 1
1 0 1 1 1 -1
1+4n n —n
= 0 1 0
n n l—n

On conclut que f™ est I'endormorphisme de R? défini par

ffio(zyy;2)— (L+n)z+ny —nz;y;ne +ny+ (1 —n)z) |

Exercice 11. En utilisant les matrices, déterminer le rang des applications linéaires suivantes.
f: R3 — R3 g: RX] — Ry[X]
(x5y;2) — (r—y;y—2z;2—1x) P — XP(X+1)
h: %2(]1%) — %2(]1%) avec A — 01
M — AM-MA “\1 o0

Solution.
e La matrice de f dans la base canonique de R3 est

1 -1 0\ L
A=0 1 —1]|1L,
1 0 1)L

Les matrices suivantes ont le méme rang de A :

1 -1 0 L 1 -1 0 L
0 1 -1 L, 0 1 -1 L,
0 -1 1 L3<—L3+L1 0 O 0 L3<—L3+L2

La matrice échelonnée possede deux pivots donc rg(A) = 2 et ainsi |rg(f) = 2|.
e Etant donné que g(1) =0, g(X) = X et g(X?) = X x 2(X + 1) = 2X? 42X, la matrice
de g dans la base canonique de Ry[X] est

1
2
3

B =

o O O
~

0 0
1 2
0 2

La matrice B est échelonnée et possede deux pivots donc rg(B) = 2 et ainsi |rg(g) = 2|.

e Etant donné que

(D006 Y- (4 -



- (06 -6 o)-m e
= 0L YL Y- )
=0 Y-C YL - 3)-serm

la matrice de h dans la base canonique de .#5(R) est

11 0 —11|Ls
¢= -1 0 0 1 |Ls
0 -1 1 0/ 1Ly
Les matrices suivantes ont le méme rang de C' :
1 0 0 —=1\Li+ Ly -1 0 0 1 Ly
0 -1 1 0 Ly 0 0 0 0/ Ly« Li+ Ly

La matrice échelonnée possede deux pivots donc rg(C') = 2 et ainsi |rg(h) = 2|.

Exercice 12. Soit n € N.

1. Déterminer la matrice de 'endomorphisme f : P —— P(X + 1) dans la base canonique

de R™.

2. Justifier que M est inversible et déterminer M 1.

Solution.

1. Soit m € [0,n]. Alors, par la formule du binéme de Newton,

FX™) = (X +1)" = i (Z)X’qm-k - i <’Z>X‘f

k=0 k=0

donc la matrice de f dans la base canonique de R, [X] est

(6) Eé; o) (o 6
0 () () i
(o) (o)

0 o 0 (g)1

Autrement dit, le coefficient d’indice i et j de A est [A];; = (1:11) avec la convention

habituelle (Z) =0sin<p.

2. Considérons I'application g : P — P(X — 1) de R,[X] dans lui-méme. Alors, pour tout

P e R,[X],
(fog)(P)=f(P(X-1))=P(X+1)-1)=P(X)



et
(9o /)(P)=g(P(X +1))=P(X —1)+1) =P(X)

donc fog=go f=idg,x] donc f est un automorphisme et f~' = g. On en déduit que
A est inversible et que A™! est la matrice de g dans la base canonique de R, [X]. Or,
pour tout m € [0,n],

g0 = (X = 17 = 32 (V)i = Sy

k=0 k=0

donc

Autrement dit, le coefficient d’indice i et j de A~ est [A7Y];; = (=1)77° (Zj) avec la

convention habituelle (Z) =0sin<p.

Exercice 13. Soit A et B deux matrices de M3(R) telles que AB = 03. Montrer que rg(A) <1
ourg(B) < 1.

Solution. Supposons que rg(A) > 2. Alors, par le théoréme du rang, dim(ker(A)) = 3 —
rg(A) < 1. Notons f et g les endomorphismes canoniquement associés a A et B. Comme AB = 03,
f o g est 'endomorphisme nul. Ainsi, pour tout z € R3, f(g(z)) = 0 donc g(x) € ker(f) = ker(A)
ce qui montre que Im(g) C ker(A) i.e. Im(B) C ker(A). Comme dim(ker(A)) < 1, on en déduit
que dim(Im(B)) < 1 ie. rg(B) < 1.

Ainsi, on a bien montré que |rg(A) < 1 ou rg(B) < 1|




