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Corrigés des exercices de la fiche n°3

Exercice 1.
a) (u,) est définie a partir du rang 0. Les trois premiers termes sont ug = —0* +0+1 =1,
w=—1+14+1=1letu=-224+24+2=0.
b) (u,) est définie pour tout entier n tel que n — 3 # 0 i.e. n # 3. Puisque 1'énoncé demande
un rang a partir duquel (u,,) est définie, on peut dire que (u,) est définie & partir du rang 4.
Dans ce cas, les trois premiers termes sont uy = % =l uy=-=Letu=- L

4 5-3 2 6-3 _ 3"
¢) (uy) est définie pour tout entier n tel que n* —4 > 0 i.e. n > 2. Les trois premiers termes

sont us =22 —4 =0, u3 = V32 —4 =5 et uy = V42 — 4 = /12 = 2V/3.

Exercice 2.

1. Les trois premiers termes de (u,) sont uO:%:O, ulzﬁll:%et u2:2i1:§‘
2. On a:
n n+1l n4+n+1 n+2
n+1 n+1l n+1 n+1 n+1
n+1 n+1
un = ==
T+ 1) +1 n+2
{ n ) n n+1l n—(mn+1) n—-n-1 1
un— = —_ = —_ = = = —
n+1 n+1l n+1 n+1 n+1 n+1
n—1 n—1 n—1
unilz = _=
m—1)4+1 n—-1+1 n
Exercice 3. a) uyp =1, uy =uwd +tup=1+1=2, up =u? +u; =2 +2=6.
b)us=1,ug =usy1 =us —5=1—5=—4, uy = ug,1 = ug — 6 = —10.
_ 1 w3 1.2 _ 1 w3 Y 131
Ju =g ==y ==yt =g =y =1=5x1=

Exercice 4.

1. Les trois premiers termes de (u,) sont ug =1, uy = ugy; =ud —5x0=1>—-0=1¢et
U2:U1+1:U%—5X1:12—5:—4.

2. Par définition, w12 = Upi1)s1 = Uy — 5(n+1). Or, upy1 = u — 5n donc uyys =
(up, —5n)2 —5(n+1) = u? —2 X u, X 5n+ (5n)? —5n — 5 = u2 — 10nu,, + 25n? — 5n — 5.

Exercice 5.

1. Par déﬁnition, a; = 3a0—5&-2b0 — 3x1+42x2 __ g et bl _ 2><a0—5i-3><b0 _ 2x143x2 __ 8

5 5 5°
T 8 7 8
De méme, ay = 3(11;21)1 — 3X5;2X5 _ % et bQ — 2><a1~;3><b1 — 2X5—;)-3><5 _ %
2. Soit n € N. Alors,
Sp+1 = Apt1 + bn—i—l = 5 + 5
3a, + 2b, + 2a, + 3b,  ba, + 5b,

Ainsi, pour tout n € N, 5,11 = s,, donc (s,) est constante.



3.

Par définition, sy = ag + by = 1 + 2 = 3. Comme (s,,) est constante, on en déduit que,
pour tout n € N, s, = 3. Ainsi, pour tout n € N, a,, + b, =3 ie. b, =3 — a,.

Exercice 6.

1.

a. Par définition, us = upgre = 2ugs1 —ug = 2u; —up = 2 x 1 — 0 = 2. De méme,
Uz =2Uy— U =2X2—1=3etus=2u3s—uy =2x3—-2=4.

b. On peut conjecturer que, pour tout n € N, u,, = n.

. a. Soit n € N. Alors, dy11 = Ung1)41 + Ung1 = Ungo — Ung1. OT, Upyo = 2Upqq — u, done

dpi1 = 2Upi1 — Uy — Upy1 = Upy1 — Uy = dyy. Ainsi, pour tout n € N, d,,,1 = d,, donc
(d,) est constante.

b. Par définition, dy = u; —ug = 1 — 0 =1 donc, comme (d,,) est constante, pour tout
neN, d,=11ie. upy1 —u, =1et donc u, 1 = u, + 1.

c. Soit n € N. Alors, up, = up_1+1=upo+1+1=---=ug+1+4+---+14+1=
O+1+---+1+1=n car la somme contient exactement n fois le nombre 1 (puisque,
partant de u,, il a fallu réécrire n fois la relation uy = ui_; + 1 pour aboutir a wuy).

Exercice 7.

1.

Soit n € N. Alors, tupy1 = (n+1)2+3 =n>+2n+1+3 = n?>+ 2n + 4 donc
Upp1 —Up =1 +2n+4—(n*+3)=n’+2n+4—-n* -3 =2n+1>0 car n > 0. Ainsi,
(uy) est croissante.

. Soit n € N. Alors, 0 < n+1 < n+2donc 5 > - ie. u, > uyy1. Ainsi, (u,) est

n-+2 n+3

décroissante.

. Soit n € N. Alors,

n+1 n (n+1)? n(n+ 2)
n+2 n+l m+)0+2) ®m+1)n+2)
n®+2n+1— (n*+ 2n)

1
Y Y S S IC )

Wn41 — Wy =

car n > 0. Ainsi, (w,,) est croissante.

. Soit n € N. Alors, 0 < n+3 <n+4donc - > - Comme —1 < 0, on en déduit que

Exercice 8.

1.

) ) ) ) n+3 = n+td-
—3 S —ag et donc 1 — =5 < 1— .~ ie t, < tyy1. On conclut done que (t,) est
croissante.
. Comme 2 > 0 et 5 > 0, pour tout n € N, s,, > 0. Soit n € N. Alors, s,,41 = g:% = £x2
donc -
Snil  Eaxe  2"X2 B" 2
— 57 — X — = — < 1
Sn B 5” X 5 AL 5
donc (s,,) est décroissante.
. Comme 2 > 0et 7 > 0, pour tout n € N, z, > 0. Soit n € N. Alors, 2,1 = 737:; = 22
donc Jrscs
Zn+1_7n+71xx7_ 2" x 2 X7"+1_2<1
Zn 2 Ttix T o2r T
donc (z,) est décroissante.
Soit n € N. Alors, U1 — Uy = up(1 — 2uy,) — uy = uy, — 202 — u, = —2u? < 0 donc (u,)

est décroissante.



2. Soit n € N. Alors, vp11 — vy, = v, —2n — v, = —2n < 0 car n > 0. Ainsi, (v,) est
décroissante.

3. Soit n € N. Alors, w41 —w, =w,+n—5—w, =n—>5. Or, n — 5 > 0 si et seulement
si n > 5 donc (wy,) est croissante a partir du rang 5.

4. Soit n € N. Alors, ;41 —t, =t, + (—=1)" —t, = (—=1)". Or, si n est pair (—1)" > 0 et, si
n est impair, (—1)" < 0. Ainsi, le signe de t,,1 — t,, alterne avec la parité de n donc (t,)
n’est monotone a partir d’aucun rang.

Exercice 9.

1. A laide de la calculatrice, on peut conjecturer que (uy,) est croissante a partir du rang 3.
2. Soit n € N*. Alors,

DA 2n 2" x 2 2" 2" X2 X n?  2"(n+1)?

T T T2 T 2T 12 2 2+ 1?2 n2(n+ 1)2

220’ —(n+1)%)  2"2n* —n®—2n—1) 2"(n*—2n—1)
 n2(n+1)2 B n?(n+1)?  n2(n+1)2

Comme 2" > 0 et n?(n +1)% > 0, le signe de u,; — u, est le signe de n*> — 2n — 1. Or,
en utilisant la forme canonique, n*> —2n —1=(n—-12-1-1=(n—1)>—2. Si on
suppose n > 3 (conformément a notre conjecture) alors n —1 > 2 donc (n —1)? > 4 donc
(n — 1) — 2 > 2. Ainsi, pour tout n > 3, u,+1 — u, > 0 donc (u,) est croissante & partir
du rang 3.

Exercice 10.

1. A l'aide de la calculatrice, on peut conjecturer que (u,,) est croissante a partir du rang 1.
2. Soit n € N. Comme 1,5 >0etn >0, 1,5" >0et n+ 1> 0 donc u, > 0. De plus,

n+1
Unpr _ Gar _ L' X 15 ntl 15+ 1)
U EE T n2 15" n+42

En multipliant numérateur et dénominateur par 2, il vient “= = SEZI g = SZIZ
3. Pour tout n € N, 2n + 4 > 0 donc

3n+3
2n +4

>ledn+322n+43n—2n>24—-3n>1

Ainsi, ** > 1 pour tout n > 1 donc (u,) est croissante a partir du rang 1.
Exercice 11.

1. Graphiquement, la suite (u,) semble alterner entre deux valeurs et donc ne pas étre
monotone.

2. Soit n € N. Alors,

_ 1—upn 1+un_(1_un) 2Un
Upro = L —tpgn L= _ Tup, _ Thu, _ 2Un % L+ up —u
n+2 — - 1—uy —  1fup+l—-u, 2 — Yn

3. La question précédente montre que les suites (ua,) et (ug,y1) sont constantes. En effet,
pour tout n € N, us(nq1) = Ugpya = Uy € Ug(ni1)41 = Uznsi42 = Uzns1. On en déduit

que, pour tout n € N, si n est pair alors u,, = ug = 3 et, si n est impair, u,, = u; = —%.



4. Le 1000-ieme est uggg donc, comme 999 est impair, uggg = —%.

Exercice 12. Soit n € N. Alors, a,,1 = iggi&:; = igi; donc

3n+2 3n—-1_ @Bn+2)dn+5)—-Bn-1)4n+9)

It = =¥ 9 dnt5 (4n + 9)(dn + 5)
1204 15n 4 8n + 10 — (12n° + 27n — 4n — 9)
B (4n +9)(4n + 5)
1207 +23n 4 10 — (12n° + 23n — 9)
B (4n+9)(4n + 5)
B 12n? +23n 4+ 10 — 12n2 — 23n+ 9
B (4n+9)(4n + 5)
— 19 >0
(4n +9)(4n +5) ~

car n > 0. Ainsi, (a,) est croissante.

Exercice 13. On considere, pour tout n € N, la suite (¢,) définie par ¢, = f—:z

1. Soit n € N. Comme 2 >0etn>0,2">0et n+1>0 donc t, > 0.

. n+1 n
2. Soit n € N. Alors, t,.1 = m = 2nf32 donc

fon s _2'x2 nd2 | 20+2) | 2ntd-(nt3) n+tl
tn _7%:2  n+3 2n  n+3 N n+3  n+3

3. Commen>0,n+1>0etn+3 >0 donc t’;—:l—l > 0 et ainsi t’;—zl > 1. On conclut
donc que (t,) est croissante.



