1%re générale — spécialité mathématiques — Groupe M3 septembre 2019

Corrigés des exercices de la fiche n°2 non traités en classe

Exercice 4. Notons ¢ et L les longueurs, en cm, des cotés du rectangle. Alors £+ L = % =12
et £ x L = 25. Ainsi, £ et L sont les solutions de 'équation (E) : % — 12z + 25 = 0.

Le discriminant de (E) est (—12)2 — 4 x 1 x 25 = 44 > 0 donc (F) admet deux solutions
réelles :

—(—12) = V44 12 -2V/11 —(—12) + V44 12+ 211
(C12) -V ‘/_=6—\/ﬁetx2:( J VAL +\/_:6+\/ﬁ

2x1 2 2x1 2

T =

Ainsi, [/ =6 —+1let L=6+ 11|

Exercice 5. Onaa+b=2—-3+2+V3=4etab= (2—\/3)(2+\/§):22—\/§2:1d0nc
a et b sont racines du trinéme x? — 4x + 1.

Exercice 6. Soit f : . — —a? + 8z + 20.

1. Pour tout réel x,

f(z) = —(a? = 8z —20) = — |(x — 4)* = 16 — 20| = — [(x — 4)* — 36]

donc |la forme canonique de f est f:x +— —[(x — 4)* — 36] |.

2. On en déduit que, pour tout réel x,

fla)=—|(z =4 2| =[x - 4) = 6] [(x — 4) + 6] = —(v — 10)(z + 2)

donc |la forme canonique de f est f:x+— —(z — 10)(x + 2) |

3. a. Avec la forme développée, f(0) = 20.

b. Avec la forme développée,

flz) =20 —2?+82+20=20 & —2°4+8r =0 2(—2+8) =0 = =0 ou v = 8.

Ainsi, |’ensemble des solutions de f(z) = 20 est {0;8}|.

c. Avec la forme canonique,

fla) =364 — [(x—4)* = 36| =36 & —(2-4)*+36 =36 & —(v—4)’ =0z =4,

Ainsi, | ’ensemble des solutions de f(z) = 36 est {4} |.

d. Soit z € R. En utilisant la forme canonique, f(z) = —(z — 4)* + 36 donc, comme
—(z —4)* <0, f(z) < 36.

Ainsi, | pour tout réel z, f(z) < 36|




5

Exercice 8. Soit x et y deux deux nombres réels non nuls tels que — + i =g etxy=—

Alors, L + . = %% donc v +y = (xy)(%—ki) =—-2x53=-
réels tels que x +y = —g et zy = —% donc ces nombres sont les solutions de 1’équation
(B): X*+2X -2=0.

Le discriminant de (E) est A = (3)? =4 x 1 x (=2) = 2 > 0 donc cette équation a deux
solutions réelles :

win

Wt g [

. Ainsi, x et y sont deux

5 49 5 49
xl:H:_Qet@:ﬁ\/Z:l
2 2 3
Ainsi, x et y ne peuvent valoir que —2 et %
Réciproquement, si, par exemple, r = =2 et y = %, on vérifie que % + i = g et xy = —%.

Ainsi, |les nombres —2 et % sont solutions du probléeme|.

Exercice 10. NOTA BENE : I’énoncé sous-entend que r et s sont non nuls.

e _ b _c
D’apres le cours, |[r+s=—2|et |rs = 2|
b
i 1,1 s4r 1,1 _ ~q_ _bya; 1,1 _ b
Ensuite, - + ¢ = ° doncr+s—§— s X tie |+ =2
2 2 _ 2 _ b\2 c __ b2 2¢ 2 2 _ b2—2ac
Enfin, 7° + 5% = (r +5)° = 2rs = (—)? — 2% = 75 — = donc |7° + 5° = =3 |,

Exercice 12. NOTA BENE : il fallait lire E € [AC] et non pas E € (AC).
Commencons par faire un schéma :

C

A D T B

L’aire du triangle ABC rectangle en A est % = 18 et l'aire du triangle ADE rectangle en
A est @. Ainsi, aire du triangle ADE est égale a la moitié de celle du triangle ABC si et

seulement si @ =9. Or,

(9 — )

5 =90 2(9-1)=18<2>-92+18=0

Comme 3 +6 =9 et 3 x 6 = 18, les solutions de 22 — 92 4+ 18 = 0 sont 3 et 6. Cependant,
comme E appartient & [AC|, x < 4 donc on conclut que x = 3.

Ainsi, laire du triangle ADE est égale a la moitié de celle du triangle ABC si et seulement
siz = 3.

Exercice 14. NOTA BENE : il y avait une erreur dans I’énoncé, il s’agissait de 180 écus et non
pas 150.



Notons N le nombre de pieces de tissu achetées et P le prix, en nombre d’écus, d’une
piece de tissu. L’énoncé se traduit par NP = 180 et (N + 3)(P — 3) = 180. On en déduit que
NP — 3N + 3P —9 =180 donc, comme NP =180, —3N +3P —9=01ie. N — P = —3. Ainsi,
N et —P vérifient N 4+ (—P) = -3 et N x (—P) = —-NP = —180 donc N et —P sont solutions
de I’équation (FE) : z* + 3z — 180 = 0.

Le discriminant de (E) est 3% — 4 x 1 x (—=180) = 729 > 0 donc (F) posséde deux solutions

réelles :
=3 —-T729 —-3+V729

=g =Sty =

On en déduit que N = 12 et P = 15. Ainsi,

12

j’ai acheté 12 pieces de tissu ‘

Exercice 15. NOTA BENE : il y avait une erreur dans I'énoncé, R et R, ayant été échangées.
Il fallait lire R, = 135 et R, = 30.

On a Ry + Ry = 135 et R% + R% = % donc % = %. Ainsi, RiRy = 135(Ry + Rs) =
30 x 135 = 4050. Ainsi, R; et Ry sont solutions de I'équation (E) : 2% — 135z + 4050 = 0.

Le discriminant de (E) est 1352 —4 x 1 x 4050 = 2025 > 0 donc (F) a deux solutions réelles :

—(—=135) — /2025 —(—=135) + /2025
5 =45 et x5 = 5 =

90

T =

On en déduit que ‘les deux résistantes R; et Ry valent 452 et 902 ‘

Exercice 16.
1. (By): 22+ 22 =52 +2=0
Considérons f : x + 222 + 2% — 5z + 2.
Comme 2+ 1—542 =0, 1 est racine évidente de f. Ainsi, f(z) se factorise pas z — 1

i.e. il existe des réels a, b et ¢ tels que, pour tout réel x, f(z) = (x — 1)(ax?® + bz + ¢). Or,
pour tout réel x,

(x — D(az® + bx +c) = az® + b’ + cvr —az® —br —c=ax’ + (b—a)z’ + (c —b)xr — ¢
donc, par unicité de la forme développée,
a=2 b—a=1 c—b=-5 —c=2

d’ott 'on déduit que a = 2, b = 3 et ¢ = —2. Ainsi, pour tout réel z, f(x) = (z —1)(22° +
3x — 2) donc

(B) & (z—1)(22%°432-2) =0 2—-1=00u22’4+32-2=0< =1 ou 22*+32-2 =0

Notons (F) : 22% + 3z — 2. Le discriminant de (F)) est 32 — 4 x 2 x (=2) = 25 > 0 donc
(F) possede deux solutions réelles :
 3-V% —34+V2 1

1 2 % 2 et T2 2% 2 2

On conclut que |Vensemble des solutions de (E;) est {1;—2; 3




2. (Ey):42® — 1222+ 92 —-2=0
Considérons f : x +— 423 — 122% + 92 — 2.
On remarque que f(2) =0 donc f(x) se factorise pas x — 2 i.e. il existe des réels a, b et ¢
tels que, pour tout réel z, f(z) = (z — 2)(ax? + bx + ¢). Or, pour tout réel ,

(x—2)(az® +br+c) = ax® +br® +cx — 2ax* — 2bx — 2¢ = ax® + (b—2a)x* + (c — 2b)x —2c
donc, par unicité de la forme développée,

a=4 b—2a=-12 c—2b=9 —2c=-2
d’ott 'on déduit que a = 4, b = —4 et ¢ = 1. Ainsi, pour tout réel z, f(z) = (z —2)(42? —
4z +1) = (z — 2)(2z — 1)? donc

1
(E2)<:>(x—2)(2x—1)2:0<:>x—2:00u2x—120<:>x:2oux:5

On conclut que |’ensemble des solutions de (E») est {2' 1} :

12
3. (B3): =2+ 72> =Tz —15=0
Considérons f : x — —a® + 72? — Tx — 15.
On constate que f(—1) = 0 donc f(x) se factorise pas © — (—1) = x + 1 i.e. il existe des
réels a, b et ¢ tels que, pour tout réel x, f(x) = (z + 1)(az? + bz + ¢). Or, pour tout réel
x?

(x —1)(az® + bx +¢c) = az® + br* + cx +ar® +bx +c=az® + (b+a)z® + (c+ bz + ¢

donc, par unicité de la forme développée,
a=—1 b+a=7 c+b=-T7 c=—15
d’ou l'on déduit que a = —1, b = 8 et ¢ = —15. Ainsi, pour tout réel z, f(z) =
(z +1)(—2* + 8z — 15) donc
(B)) < (o+1)(—2*+82—15) =0 < 2+1 =0 ou —2*+8z—15=0< o = —1 ou 2> ~8z+15=0
Notons (F) : 22 — 8x + 15. Comme 3 +5 = 8 et 3 x 5 = 15, les solutions de (F) sont 3 et

d.
On conclut que |I’ensemble des solutions de (Ej3) est {—1;3;5}|

Exercice 17. Commencons par faire une figure.




1. Notons z = AD et y = AB.
Alors, par hypothése, x + y = p. De plus, d’aprés le théoréme de Pythagore, 22 + y? =
(2r)% = 472. Remarquons, de plus, que (z—%)? > 0 donc 22 —2zy+y? > 0i.e. 2xy < 22+
Ainsi,

p?=(z+y)? =22+ + 20y <2(2® +1?) =2 x 4r? donc p < V8r2ie. |p < 2V/2r|

p2 _4,’,2

2. On a vu précédemment que z+y = p et p?> = 22 +y? + 2xy = 4r + 22y donc 2y = 5

Ainsi, z et y sont solutions de 'équation (E) : X? — pX + 1‘# =0
Le discriminant de (E) est A = (—p)? —4 x 1 x % =p? —2(p* — 4r?) = 8r? — p*.
Or, d’apres la question 1., p?> < 872 donc A > 0.

Si p* = 4r* alors A = 0 donc (F) possede une unique solution zp = —=2 = £ donc
r =y =15 et donc ABCD est un carré.

Si p? < 4r? alors A > 0 donc (E) possede deux solutions réelles :

et r1 =

I =

(D) - _p- TP () + VT _pt I
2 2 2 '

—1/ 2_2 /Qpr2 _n2
Ainsi, les c6tés de ABCD mesurent = STV o PEVET P

3 2 :
Remarque. — Par inégalité triangulaire, p = v+y < 2r donc p? < 4r? et ainsi p? > 82 —p?
ce qui assure que x; est bien positif.

Exercice 18. Soit a et b deux réels et x = a +b et y = ab. Alors, v +y = a + b+ ab et
xy = (a + b)ab = a®b + ab®. Ainsi,

a+b—|—ab:—§ o az+y:—§
a’b+ab®> =4 xy =

Ce dernier systéme équivaut a dire que x et y sont solutions de I'équation (E) : X2 + gX +4=0.
Le discriminant de (E) est A = (5)? =4 x1x4=2 —16 = -1 < 0 donc (E) n’a pas de
solution réelle.
Ainsi, il n’est pas de réels = et y solutions du second systeme et donc il n’existe pas de réels
a et b solutions du premier systeme.



