Corrigé du devoir a la maison n°3

Exercice 1.

1.
— — — —
2. a. AE BE EA -EB =EA X EB x cos(AEB) = 1x1xcos(f) donc|AE -BE = 1|
7 — — — g —
DA -BE = CB - EB BC x BE = —BC x BE x cos(CBE). Or, CBE =
CBA—EBAz%—%z%donCDA -BE =1 x 1><cos(%) soit | DA -BE = - |

b. Par hypothese, BC = BA = BE = BF donc BCF est isocele en B. De plus, CBF =

EBF — CBE = T —g

= % donc BCF est equﬂateral‘

Il s’ensuit que DA ~BF = CB - BF
— —
DA -BF = —

s ) NI 1
—1 x 1 x cos(3) c’est-a-dire 3|

c. AE -EG = —EA
5 — —
% donc AE -EG =

-EG

—1x1xcos(3F) =

G —cos(m— %

6
d. Grace a la relation de Chasles,

DE - BG

— —BC -BF =

) = cos(§) soit

= —EAXEGXCOS(@). Or, AEG = AEB+BEG

—BC x BF x cos((ﬁ?)\F) =

—

— (DA + AE) - (BE +EG)
— DA -BE + DA -EG +AE -BE +AE -EG
V3 V3 V3 1 1 /3
_ VS DA .BF Ye_ Y2 — 4o Y°
5 T +2+2 5 373775
=0
—  —
donc |DE 1 BG |




e. On déduit de la question précédente que (DE) L (BG). De plus, les diagonales
d’un carré étant perpendiculaire, (EF) L (BG). Ainsi, les droites (DE) et (EF) sont
perpendiculaires a une méme droite donc elles sont paralléles. De plus, elles possedent le
point E en commun donc elles sont confondues. Il s’ensuit que ‘ D, E et F sont alignés ‘

3. a. Par définition, |[B(1;0) et D(0;1) |

b. Les coordonnées de E sont (AE cos(li&\E) ;AE sin(B/A\E)) donc, comme AE =1 et
BAE = %, on conclut que | E (l ; @) )

27 2

o —

c. Comme (AB) et A sont paralleles, les angles alternes-internes ABE et BEK sont
égaux. Ainsi, BEK = 2| On en déduit que KEG = BEG — BEK =

c’est-a-dire

us us
2 3

KEG =%

d. Dans le triangle EKG rectangle en K, EK = EG cos(K/EE) = 1 x cos(
EK = ¥ | et GK = EGsin(KEG) = 1 x sin(%) donc | GK = 1

2 20

&) donc

Considérons, d'une part, M et N les projetés orthogonaux de E sur (AB) et (AD) et,
d’autre part, H et L les projetés orthogonaux de G sur (AB) et (AD) (voir la figure).

Alors,
1 1
26 = AH = AM + MG = a5 + EK = _ + \f: +2\/§
et \/_ \/_
3 1 1++/3
Yo = AL = AN 4 NL = yg + KG = "+ _ = +2

donc |G (1+72\/§’1+T\/§) .

s . . ;. g V3-2
e. D’apres les questions précédentes, DE ; ) et

1
27 2

1_
A2,
—

BG (127\/5 — 1;1+72\/§ —0) c’est-a-dire DE (\f

Ainsi, puisque le repeére est orthonormé,

— —>_1X\/§—1 \/3—2X1+\/§

—>
0; %% — 1) cest-a-dire DE (
1.

52).

DE - BF +
2 2 2 2
V3—14+(V3-2)(1+3)
B 4
VB3-1+V3+43-2-2V3
B 4
=0
— —

donc on retrouve bien que |DE 1L BF |

Exercice 2 (facultatif).

—_— — — —
1. a. Par définition, OM -ON = OM x ON x cos(MON) = cos(MON) car OM = ON =
1. Pour évaluer 'angle MON, distinguons deux cas.



A A
J

M(6) M(0)
/<
0 L, K
0 r—0

0
0 . O/‘
0

— — —
Si0< 6<% alors MON = IOM +ION =646 = 260 et donc OM -ON = cos(26).
Si § < 0 < alors, en notant K le point de coordonnées (—1;0), MON = KOM +
KON =n1—0+n—60 =27—260 donc OM -ON = cos(2m —26) = cos(—26) = cos(26).
— —
Ainsi, dans tous les cas, |OM - ON = cos(26) |
. Par définition, M (cos(#) ;sin(f)) et N (cos(—@) ;sin(—0)) c’est-a-dire N (cos(f) ; — sin(0)).
On en déduit que OM (cos(f) — 0;sin(f) — 0) c’est-a-dire OM (cos(f) ; sin(0)) et
ON (cos(f) — 0; —sin(f) — 0) c’est-a~-dire ON (cos(f) ; —sin(6)). Des lors, puisque
le repére est orthonormé, OM -ON = cos(6) x cos(0) +sin(f) x (—sin(0)) c’est-a-dire
— —
OM -ON = cos*(f) — sin?(6) |
. On déduit des deux questions précédentes que cos(20) = cos?(6) —sin?(6). Or, cos?(6) +
sin?(#) = 1 donc sin?() = 1 — cos?(#) donc

c0s(20)) = cos?(0) — (1 — cos*(6)) = cos?(#) — 1 + cos*(6)

jus
2
™

c’est-a-dire, finalement, | cos(20) = 2 cos?(0) — 1.

. Ona
(F) =eos (Fr57) = eom (om = ) =eos (<) = eon (F)
CoS : = COS 5 = cos | 27 : = COS : = COS :

8
5
. En utilisant 1.c.,

8 4 4 2 2
cos (ﬂ) = Cos (2 X T) = 2 cos® (W) +1=2 [cos (2 X W)} +1
5 5 5 5
2 2
—9 [2(;082 (;) —1} 1

c’est-a-dire | cos (%) =2(2a* - 1)> - 1|

donc |cos(F) = a|.




c. On déduit des deux questions précédentes que a = 2(2a*—1)?—1 = 2(4a*—4a*+1)—1 =
8at —8a? +2 — 1 = 8a* — 8a*® + 1 donc 8a* — 8a* — a + 1 = 0 donc a est une racine

de la fonction polynéme P : x +— 8z* — 822 — x + 1.
3. Soit z € R. Alors,

(r—1)(2z+1)(42* + 22 — 1) = (22° + v — 22 — 1)(42* + 22 — 1)
= (22° —x — 1)(42® + 272 — 1)
=8z 4423 — 222 — 4 — WP 4 —4a® — 22+ 1
=8z" — 82> —x + 1= P(x).

Ainsi, | pour tout réel z, P(z) = (v — 1)(2z + 1)(42? + 22 — 1) |

4. On déduit de la question précédente que, pour tout réel x,
Plr)=0&z—-1=0o0ou2r+1=0o0uda’+2r—1=0
1
<:>x:10ux:—§ oudr?4+2x—1=0
On a vu que a est une racine de P. Or, 0 < %’r < 5 donc 0 < a < 1. Ainsi, a # 1 et

a # —%. Ainsi, a est une racine positive du trinome 422 + 2o — 1. Or, le discriminant de
ce trindme est A = 2% — 4 x 4 x (—1) = 20 donc ce dernier posséde deux racines réelles :

220 —2-2v5 1445

T = =
2x4 8 4

et
24420 —2+42V5 V51

To =
2 x4 8 4

Comme 77 < 0 et a > 0, on conclut que |cos(




