Corrigé du devoir a la maison n°2

Exercice 1.
1. Soit n € N. Alors,

Upi1 = (n+1P°=2n+1)*+n+1)—1
=n*+3n°+3n+1-20n*+2n+1)+n
=P+ 3 +3n+1 -2 —4n—2+n
=nd+n?-1

donc

Uppr —Up =140 —1—(n* =20 +n—-1)=n+n*—1-n*+2n> —n+1
=3n®—n=n(3n-1)

Or, 3n —1 > 0 si et seulement si n > % i.e., puisque n est entier, si et seulement si n > 1.
Ainsi, pour tout n > 1, n > 0 et 3n —1 > 0 donc u, 1 — u, = 0. Mais, de plus, pour

n =0, uyy1 — u, = 0 donc finalement, | (u,) est croissante a partir du rang 0|.

2. Soit n € N*. Alors,

g+l _£_3n><3><n—3n<n_|_1) _3"(371—(71—{—1)) _3n(2n_1)
n+l n n(n + 1) N n(n+1) " an+l)

Un41 — Unp =

Comme n > 0, n(n + 1) > 0 et, comme 3 > 0, 3" > 0. Ainsi, le signe de v,,11 — v, est le
signe de 2n — 1. Or, 2n — 1 est positif si et seulement si n > % i.e., puisque n est entier,
si et seulement si n > 1.

On conclut donc que | (v,,) est croissante a partir du rang 1 |.

3. Soit n € N. Alors,

Wyt — Wy = W2 + 3w, +4 —w, = w2+ 2w, +4 = (w, +1)* = 1+4 = (w, +1)>+3 >0

donc | (w,,) est croissante |.

Exercice 2.

1. a. Ona (Vo — /) = \/52—2\/5\/54— VY =1 —2/Ty +v.
b. Comme le carré d’'un nombre réel est positif, on déduit de la question précédente
que x — 2,/xy +vy = 0 donc x + y > 2,/xy et ainsi, en divisant par 2 > 0, il vient

52V
2. a. Par définition, uy = “0F% = 1 =3 ) = fugug = VI x 4= V1 =2, up = U =
—fet v = urvy = /2 =5,

b. Smt un entier n > 1. Alors, en apphquant la question 1.b. avec © = u,,_1 et y = v,,_1,
il vient

Up—1 + Un—1

Up = \/Up-1Un—1 < 9 = Un.

Ainsi, pour tout n € N*| v, < u,.



c. Soit un entier n > 1. Alors,

Up + Uy, CUptUn —2Up Uy — Uy

unﬂ—un:T—un_ 5 = 5

Or, v, < u, donc v, —u, < 0 et donc u,1 —u, < 0.

Ainsi, | (u,,) est décroissante a partir du rang 1.

Soit un entier n > 1. Alors, v,, = \/U,_10,—1 = 0 donc v,, = Vol et ainsi

Uni1 — Up = /UpUp — VU = S Uy — U = VU (VUn — \/Un).
Or, d’une part, /v, > 0 et, d’autre part, comme v,, < Uy, \/Un < /U, (par croissance
de la fonction racine carrée sur [0;+oo[) donc /u, — /v, > 0. Ainsi, par produit,
Un+1 — Un 2 0.

On conclut que | (u,) est croissante a partir du rang 1 |.




