Corrigés des exercices donnés le mercredi 24 juin

Exercice 1. Comme ABCD est un rectangle, ses diagonales sont de méme longueur et se
coupent en leu leur milieu donc le trlangle OB C est isocele en O. On en déduit que OCB = 0BC.
De plus ABC = 90° donc OBC — 90° — ABO et, comme (EB) 1 (BD), @ = 90° donc
OBC = EBD — ABO = EBA. On conclut alors que OCB = EBA cest-a-dire ACB = ABE.

Exercice 2. Comme (M P) est tangente a C, OMP = 90°. Ainsi, NMP = 90° — OMN.
Ensuite, comme M et N N appartlennent au cercle OM = ON donc le triangle OMN est
1socele en O ot ainsi OMN = ONM Comme NOM + OMN + ONM = 180°, on en déduit it que
NOM+20MN = 180° donec NOM = 180°—20M N = 2(90° — OMN) et ainsi NOM = 2N M P

Remarque. En fait, le point I n’a pas d’intérét et P pourrait étre n’importe quel point de 7
autre que B.

Exercice 3. Commencons par faire une figure :

N

Comme M, N et P sont sur le cercle, AM = AN = AP donc les triangles AMN, ANP et
AM P sont isoceles en A. Ainsi, les angles a la base sont égaux dans chacun de ces triangles.
Avec les notation de la figure, on a donc MAN = 180° — 2a. De plus, comme la somme des
angles d’un trlangle vaut 180° 2a0+ 2 4 2y = 180° donc 180° — 2a = 2(f + ) = 2MPN. On
conclut donc que M MAN = 2MPN.

Exercice 4. Posons a = BC, b = AC et ¢ = AB. D’une part, comme A appartient au demi-
cercle de diametre [BCY, le triangle ABC' est rectangle en A donc 'aire en bleu est %. D’autre
part, si on ajoute a l'aire en orange l'aire du demi-cercle de diametre [BC, on trouve la méme
aire que si on ajoute l'aire du triangle ABC, 'aire du demi-cercle de diametre [AB] et I'aire du
demi-cercle de diametre [AC]. Ainsi, I’aire en orange est

bc+ b 2+ (c>2 (a)Q_bc+ b+ —a?
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Or, ABC est rectangle en A donc, par le théoréme de Pythagore, a®> = b + ¢ et ainsi
b?> + ¢ — a? = 0. On en déduit que l'aire en orange vaut % 5 et donc est égale a 'aire en bleu.



Exercice 5
1.

B 60°
H

wie F

N

2. Comme ABC est équilatéral, HBA = 60° et la hauteur H est aussi la médiatrice de
[BC1 et la bissectrice de BAC. Ainsi, HB = § et, comme BAC = 60°, HAB = 30°.
Dans le triangle AH B rectangle en H, on a alors sin(30°) = % =

méme, cos(60°) = 42 = 1,

3. Grace au théoréme de Pythagore dans le triangle rectangle AHB, AH?> = AB> — HB? =

—as 1l _1
=3 X =j;et, de

e ole

a®— (%) =a*— % = %. Comme AH > 0, on en déduit que AH = /22 = \/g\x/i/;z et
donc, comme a > 0, AH = a—*f
ax a3
4. a. On en déduit que l'aire de ABC' est X22 = “25/3 X % = “2;/3.
aV3
b. Dans le triangle AHB recta\r;gle en H on a cos(30°) = 48 = = = “T*/g X L= @ et,
_ AH _ /3

de méme, sin(60°) = 45 = %

Exercice 6. Considérons 'image du triangle AE'B par la translation de vecteur /ﬁ On obtient
un triangle DFC' :




Notons que, comme (EP) L (AB) et (AD) L (AB), (EP) J/ (AD). Ainsi, 'image F' de

E par la translation de vecteur E appartient a la droite (EP). De plus, comme ACFFE et
EFCB sont des parallélogrammes, (AFE) J/ (FD) et (EB) J/ (FC). Enfin, comme ABCD est un
rectangle, (AB) // (DC).

Par hypothese, (EP) L (AB). Or, (EP) = (FP) et (AB) JJ (DC) donc (EP) L (DC)
c’est-a-dire, comme (EP) passe par F', (EP) est la hauteur de DFC issue de F.

De plus, toujours par hypothese, (DQ) L (EB) et (CR) L (AFE) et on vient de voir que
(EB) ] (FC) et (AE) JJ (DF) donc (DQ) L (FC) et (CR) L (AE) et ainsi (DQ) et (CR) sont
les hauteurs de DF'C issues de D et C. Comme les hauteurs d’un triangle sont concourantes,
on en déduit que (EP), (DQ) et (C'R) sont concourantes.

Exercice 7

1. Par hypotheése (M N) L (AB) et, comme (QP) est la tangente & € en B, (QP) L (AB).
On en déduit que (MN) J (QP) donc M N PQ est un trapeze.

2. a. Montrons que (AQ) est la médiatrice de [BM]. D'une part, AB = AM car ce sont des
rayons de C. D’autre part, dans le triangle AM(Q rectangle en M, MQ? = AQ?— AM?
et, dans le triangle ABQ rectangle en B, BQ? = AQ? — AB?. Or AM = AB donc
M Q2 = BQ? et, comme ce sont des longueurs, M@ = BQ. Ainsi, A et Q sont
équidistants de M et B donc (AQ) est la médiatrice de [BM]. Comme AM B est
isocele en A, on en déduit que (AQ) est la hauteur de (AM B) issue de A. De plus,
par hypothese, (M D) est la hauteur de (AM B) issue de M donc le point R est
I’orthocentre de AM B.

b. On a vu précédemment que M Q) = QB donc M QB est isocele en Q.

c. Comme R est Uorthocentre de AM B, (BR) est la hauteur issue de B donc (BR) L
(AM). OR, (MQ) L (AM) donc (BR) J (MQ). Ainsi, le quadrilatere M RB(Q) a
ses cOtés opposés paralleles 2 & 2 donc M RB( est une parallélogramme. De plus,
M@ = QB donc MRBQ est un losange.

3. a. Comme (RD) // (BQ), en utilisant le théoreme de Thales dans le triangle ABQ,
A—D:%. Or, AD =4 et AB =5 donc RD = ;BQ.

AB
b. En utilisant le théoreme de Pythagore dans le triangle RD B rectangle en D, on obtient
RB?* = RD*+DB? Or, RB = BQ car MRBQ est un losange, RD = 2 BQ d’apres la
question précédente et BD =1 donc BQ? = ;—SBQ2 + 1. Des lors, BQ? — %ch =1
c’est-a-dire 2 BQ? = 1 donc BQ* = 2. Comme BQ > 0, on en déduit que BQ = 3

4. En utilisant le theoreme de Pythagore dans le triangle AM D rectangle en D, on obtient
MD? = AM? — AD? = 52 — 42 = 25 — 16 = 9 donc, comme MD > 0, MD = 3.

5. Comme AM = AN, le triangle AMN est isocele en A. De plus, (AD) L (MN) donc
(AD) est la hauteur de AMN issue de A. Comme AM N est isocele, (AD) est également
la médiatrice issue de A donc D est le milieu de [M N].

Comme AM N est isocele en A, (AD) est aussi la bissectrice de MAN donc MAB = BAN.
De plus, on a vu que (AQ) est la hauteur du triangle AM B issue de A donc, comme
ce triangle est isocele, (AQ) est également la bissectrice de MAB donc @ = %]\m
En raisonnant exactement de méme, on montre que (AP) est la bissectrice de BAN et
done BAP = 1@ Comme MAB = W on conclut que Cﬂ\B BAP. Dés lors,
dans le triangle QAB rectangle en B, QB AB X tan(QAB) et, dans le trlangle BAP

rectangle en B, BP = AB X tan(BAP) Finalement, comme QAB BAP on conclut
que QB = BP donc B est le milieu de [QP].



6. La petite base de M NPQ est QP = 2Q)B = 1—??, la grande base de M NP(Q est MN =
(246)x1 _u

2MD = 6 et la hauteur est DB = 1 donc 'aire de MNP est 5 5 -



